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Uvod
Fundamentalan pojam u teoriji izracˇunljivosti je pojam izracˇunljive ili rekurzivne funkcije
f : Nk → N, gdje je N = {0, 1, 2, . . . }. Intuitivno, funkcija f je izracˇunljiva ako postoji
algoritam, tj. pravilo, pomoc´u kojeg za svaki i ∈ N mozˇemo izracˇunati f (i). Na prvu nam
se mozˇda mozˇe ucˇiniti da je bilo koja funkcija N→ N koju mozˇemo zamisliti izracˇunljiva,
no pokazuje se da stvari ipak nisu tako jednostavne. Primjerice, je li funkcija f : N → N
zadana s:
f (n) =
1, ako u decimalnom zapisu broja
√
n postoji n uzastopnih petica,
0, inacˇe,
izracˇunljiva? Kako bi preciznije odredili koje funkcije c´emo smatrati izracˇunljivim, uvodi
se pojam RAM-stroja - idealiziranog racˇunala koje mozˇe izvrsˇavati programe koji se sastoje
od konacˇno mnogo jednostavnih instrukcija (detaljan opis mozˇe se nac´i u [2]). Za funkciju
kazˇemo da je RAM-izracˇunljiva ako ju RAM-stroj mozˇe izracˇunati, odnosno ako postoji
program za RAM-stroj takav da za dani ulazni podatak iz domene funkcije RAM-stroj
izvrsˇavajuc´i taj program staje i u odredenom registru vrac´a odgovarajuc´u vrijednost funk-
cije, a za ulazni podatak koji nije iz domene funkcije RAM-stroj nikad ne staje. Iako po-
jam RAM-izracˇunljive funkcije odgovara prije spomenutom intuitivnom shvac´anju pojma
izracˇunljive funkcije, proces pronalazˇenja odgovarajuc´eg programa i dokazivanja da pro-
gram za odredenu funkciju ne postoji vrlo je nezgodan, stoga se uvodi pojam parcijalno
rekurzivne funkcije. Mogli bismo rec´i da je klasa parcijalno rekurzivnih funkcija najmanja
klasa funkcija koja sadrzˇi ”najednostavnije” moguc´e funkcije - nul-funkciju, funkciju sljed-
benika i projekcije na odredenu koordinatu, te je zatvorena na kompoziciju i primitivnu re-
kurziju. Iako se definicije klase parcijalno rekurzivnih funkcija i klase RAM-izracˇunljivih
funkcija potpuno razlikuju, pokazuje se da su te klase jednake, pa kako je s parcijalno
rekurzivnim funkcijama mnogo jednostavnije raditi, oslanjamo se na definiciju parcijalno
rekurzivne funkcije. Dakle, izracˇunljive ili rekurzivne funkcije c´e biti pacijalno rekurzivne
funkcije koje su totalne, odnosno one kojima je domena Nk. Kada jednom imamo de-
finiran pojam rekurzivne funkcije Nk → N, na prirodan ga nacˇin prosˇirujemo do pojma
rekurzivne funkcije Nk → Q, Nk → R. Tako c´emo za funkciju f : Nk → Q rec´i da je
izracˇunljiva ako postoje tri rekurzivne funkcije Nk → N cˇije vrijednosti u proizvoljnom
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x ∈ Nk odreduju brojnik, nazivnik i predznak broja f (x). Za funkciju f : Nk → R c´emo
rec´i da je izracˇunljiva ako postoji rekurzivna funkcija F : Nk+1 → Q takva da je broj
F(x, i) udaljen od f (x) za manje od 2−i. Nadalje, osim rekurzivnih funkcija, od posebne
vazˇnosti su i rekurzivno prebrojivi skupovi, odnosno oni podskupovi od Nn koji su slika
neke rekurzivne funkcije N→ Nn.
Dalje bismo se mogli zapitati kada bismo za realan broj rekli da je izracˇunljiv. Prirodno
je ocˇekivati da c´e racionalni brojevi biti izracˇunljivi, ali htjeli bismo da klasa izracˇunljivih
brojeva obuhvac´a i brojeve poput
√
n, za n ∈ N te primjerice broj 0.101001000100001 . . .
Zapravo bismo htjeli da realan broj bude izracˇunljiv ako znamo izracˇunati njegove zna-
menke, odnosno ako postoji algoritam koji ih racˇuna. U skladu s gore recˇenim, sada
ovo intuitivno shvac´anje rekurzivnog broja mozˇemo precizno definirati: broj x ∈ R je
izracˇunljiv ako postoji rekurzivna funkcija f : N → N takva da je f (n) upravo n-ta deci-
mala broja x. Iako je gornja definicija vrlo intuitivna, za dokazivanje svojstava rekurzivnih
brojeva kljucˇna je sljedec´a karakterizacija izracˇunljivog broja: broj x ∈ R je izracˇunljiv ako
i samo ako postoji rekurzivna funkcija f : N→ Q takva da je
|x − f (k)| < 2−k,
za svaki k ∈ N. Odnosno, broj je izracˇunljiv ako i samo ako je limes rekurzivnog niza u Q,
pri cˇemu je brzina konvergencije dana gornjom nejednakosˇc´u. Gornja karakterizacija c´e
nam pomoc´i da bolje shvatimo mnogo opc´enitiji pojam izracˇunljive tocˇke u izracˇunljivom
metricˇkom prostoru.
U ovom radu prvenstveno zˇelimo povezati dvije teorije - topologiju i teoriju izracˇunljivosti.
Pri tome c´e nam pojmovi izracˇunljivog metricˇkog prostora i izracˇunljivog topolosˇkog pros-
tora biti od posebne vazˇnosti.
Naime, izracˇunljiv metricˇki prostor je uredena trojka (X, d, α), pri cˇemu je (X, d) me-
tricˇki prostor, a α niz gust u (X, d) takav da udaljenosti pojedinih cˇlanova tog niza mozˇemo
efektivno izracˇunati, odnosno takav da je funkcija N2 → R, (i, j) 7→ d(i, j) rekurzivna.
1 Uocˇimo da se na ovaj nacˇin ogranicˇavamo samo na separabilne metricˇke prostore. U
ovom radu koncentrirat c´emo se na pojam izracˇunljivog metricˇkog prostora, no opc´enitije,
izracˇunljivost u metricˇki prostor mozˇemo uvesti i pomoc´u tzv. struktura izracˇunljivosti.
Visˇe o tom pristupu mozˇe se pronac´i u [7].
Za tocˇku x ∈ X kazˇemo da je izracˇunljiva ako postoji rekurzivna funkcija f : N → N
takva da je
d(x, α f (k)) < 2−k,
za svaki k ∈ N. Vazˇno je uocˇiti da je ova definicija zaista poopc´enje definicije izracˇunljivog
broja u R. Naime, ukoliko gledamo euklidsku metriku na R i odaberemo proizvoljnu su-
1U teoriji izracˇunljivosti cˇesto se spominje pojam efektivnosti. Neformalno recˇeno, odredeni postupak
c´emo smatrati efektivnim ako u njemu ”glavnu ulogu” imaju rekurzivne funkcije.
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rjektivnu rekurzivnu funkciju N → Q, tada R postaje izracˇunljiv metricˇki prostor. Odmah
se vidi da su izracˇunljive tocˇke u tom metricˇkom prostoru upravo izracˇunljivi brojevi.
Sada se prirodno namec´e pitanje kako definirati izracˇunljiv skup u R ili opc´enitije,
u izracˇunljivom metricˇkom prostoru (X, d, α). Precizna definicija je nesˇto komplicira-
nija od prethodnih, ali neformalno govorec´i, kompaktan neprazan skup c´emo smatrati
izracˇunljivim ako mozˇemo efektivno odrediti konacˇan skup racionalnih tocˇaka, tj. tocˇaka
iz Imα, koje aproksimiraju skup s tocˇnosˇc´u 2−k. Mozˇemo zamisˇljati da je skup izracˇunljiv
ako postoji efektivna procedura koja u svakom koraku daje sve osˇtriju i osˇtriju sliku skupa.
U proucˇavanju izracˇunljivih metricˇkih prostora posebno je bitna efektivna enumeracija ra-
cionalnih kugala i racionalnih otvorenih skupova. Pod time smatramo odabir rekurzivnih
funkcija kojima definiramo nizove skupova (Ii)i∈N i (J j) j∈N, takve da je {Ii | i ∈ N} skup svih
kugala oblika K(αk, q), za k ∈ N, q ∈ Q, q > 0 (odnosno racionalnih kugala), a
{
J j | j ∈ N
}
skup svih konacˇnih unija racionalnih kugala (odnosno racionalnih otvorenih skupova).
Osim klase izracˇunljivih skupova, od posebnog interesa c´e nam biti vec´a klasa, klasa
poluizracˇunljivih skupova. Kompaktan skup S u izracˇunljivom metricˇkom prostoru (X, d, α)
je poluizracˇunljiv ako mozˇemo efektivno izlistati sve racionalne otvorene skupove koji ga
pokrivaju, odnosno ako je skup
{
j ∈ N | S ⊆ J j
}
rekurzivno prebrojiv. Opc´enitije, za zatvo-
ren skup S ⊆ X kazˇemo da je poluizracˇunljiv ako:
• S ∩ K je kompaktan, za svaku zatvorenu kuglu K u (X, d);
• skup
{
(i, j) ∈ N2 | Iˆi ∩ S ⊆ J j
}
je rekurzivno prebrojiv.
Iako je definicija poluizracˇunljivog skupa pomalo neintuitivna, oni u izracˇunljivoj analizi
igraju vazˇnu ulogu. U ovom radu se njima nec´emo baviti, ali u izracˇunljivoj analizi vrlo
su bitne izracˇunljive funkcije Rn → R. Pokazuje se da je skup u Rn poluizracˇunljiv ako
i samo ako je on skup nultocˇaka neke izracˇunljive funkcije Rn → R. Zbog toga je pi-
tanje sadrzˇi li poluizracˇunljiv skup u Rn izracˇunljivu tocˇku ekvivalentno pitanju mora li
svaka izracˇunljiva funkcija Rn → R kojoj je skup nultocˇaka neprazan imati izracˇunljivu
nultocˇku. Opc´enito je odgovor negativan (kontraprimjer se mozˇe nac´i u [1]). U radu se
bavimo ovim pitanjem u opc´enitijem ambijentu, odnosno pitamo se uz koje uvjete polu-
izracˇunljiv skup u izracˇunljivom metricˇkom prostoru sadrzˇi izracˇunljivu tocˇku, ili josˇ bolje,
uz koje su uvjete izracˇunljive tocˇke guste u poluizracˇunljivom skupu. Jedan od osnovnih
znacˇaja ovog rada je rezultat da su izracˇunljive tocˇke guste u poluizracˇunljivim mnogos-
trukostima i poluizracˇunljivim topolosˇkim poliedrima.
Nakon sˇto smo se upoznali s pojmom izracˇunljivog metricˇkog prostora, htjeli bismo
poopc´iti taj pojam te izracˇunljivost uvesti i u topolosˇke prostore. To je naizgled tezˇak za-
datak jer se definicija izracˇunljivog metricˇkog prostora i osnovnih pojmova s njim u vezi
bazira na rekurzivnosti funkcije koja racˇuna udaljenosti tocˇaka fiksiranog gustog niza te na
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odredenoj efektivnoj enumeraciji otvorenih kugala. Za shvac´anje definicije izracˇunljivog
topolosˇkog prostora, bitni su pojmovi formalne disjunktnosti i formalne sadrzˇanosti u
izracˇunljivom metricˇkom prostoru (X, d, α). Naime, ako je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki
prostor i {Ii | i ∈ N} prije spomenuta efektivna enumeracija racionalnih otvorenih kugli,
tada za kugle Ii = K(λi, %i) i I j = K(λ j, % j) kazˇemo da su formalno disjunktne ako je
udaljenost njihovih sredisˇta strogo vec´a od zbroja njihovih radijusa, tj. ako je
d(λi, λ j) > %i + % j.
Dalje, kazˇemo da je Ii formalno sadrzˇana u I j ako vrijedi
d(λi, λ j) + %i < % j.
Uvodenje izracˇunljivosti u topolosˇki prostor (X,T ) temelji se na fiksiranju niza otvo-
renih skupova (Ii)i∈N koji cˇine bazu topologije T te na neki nacˇin imitiraju racionalne
otvorene kugle i njihovo ponasˇanje u odnosu na relacije formalne disjunktnosti i for-
malne sadrzˇanosti. Primjerice, u izracˇunljivom metricˇkom prostoru ocˇito je relacija for-
malne disjunktnosti simetricˇna, te je lako provjeriti da ako su dvije racionalne kugle for-
malno disjunktne, tada su one i disjunktne. Takoder, lako je vidjeti da je relacija formalne
sadrzˇanosti tranzitivna te da formalna sadrzˇanost povlacˇi sadrzˇanost (u smislu podskupa).
Ukoliko niz (Ii)i∈N ima maloprije navedena, ali i josˇ neka slicˇna svojstva (ukupno njih
sedam), tada c´emo uredenu trojku (X,T , (Ii)i∈N) smatrati izracˇunljivim topolosˇkim prosto-
rom. Analogno kao prije, mozˇemo definirati racionalne otvorene skupove i njihovu efek-
tivnu enumeraciju, pa pojam poluizracˇunljivog skupa jednostavno prenosimo u izracˇunljive
topolosˇke prostore. Pokazuje se da je u izracˇunljivom metricˇkom prostoru jedna od karak-
terizacija izracˇunljive tocˇke dana s:
tocˇka x je izracˇunljiva ako i samo ako je skup {i ∈ N | x ∈ Ii} rekurzivno prebrojiv
Na taj nacˇin, mozˇemo definirati izracˇunljive tocˇke i u izracˇunljivom topolosˇkom prostoru.
Isto tako, zanimljivo je da izracˇunljive skupove u metricˇkom prostoru mozˇemo okarakteri-
zirati koristec´i samo racionalne kugle i racionalne otvorene skupove, sˇto nam omoguc´ava
da uvedemo i pojam izracˇunljivog skupa u ovo novo okruzˇenje. Motivirani vezom polu-
izracˇunljivih skupova i nultocˇaka rekurzivnih funkcija Rn → R, mozˇemo se zapitati kada
vrijedi implikacija:
S poluizracˇunljiv ⇒ S izracˇunljiv
U ovom radu bavimo se i tim pitanjem. Glavni rezultati vezani uz izracˇunljive to-
polosˇke prostore sastoje se u tome da smo pronasˇli dovoljne uvjete uz koje gornja implika-
cija vrijedi za lancˇaste kontinuume (skupovi koji ”izgledaju kao luk”) i cirkularno lancˇaste
kontinuume (skupovi koji ”izgledaju kao kruzˇnica”).
Za razumijevanje teksta potrebno je poznavanje osnovnih pojmova teorije metricˇkih
prostora i opc´e topologije. Iako su svi osnovni pojmovi vezani uz teoriju izracˇunljivosti
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navedeni u prvom poglavlju, za laksˇe snalazˇenje dobro bi bilo poznavati barem rekurzivne
funkcije Nk → N i njihova osnovna svojstva. Vec´ina tvrdnji je detaljno dokazana, a onih
nekoliko koje nisu su uglavnom klasicˇni rezultati teorije izracˇunljivosti te je navedena lite-
ratura u kojoj se njihovi dokazi mogu pronac´i.
Rad je podijeljen u tri poglavlja. U prvom poglavlju govorimo opc´enito o izracˇunljivosti
i uvodimo pojmove koji c´e nam biti osnova za sva daljnja razmatranja. Na pocˇetku poglav-
lja uvedeni su osnovni pojmovi teorije izracˇunljivosti - pojam parcijalno rekurzivne funk-
cije, rekurzivnog skupa i rekurzivno prebrojivog skupa. Potom razradujemo izracˇunljivost
u Q i R, a na kraju poglavlja bavimo se tzv. r.r.o. funkcijama koje nam daju tehniku doka-
zivanja koja c´e nam biti vrlo korisna u cˇitavom radu.
Drugo poglavlje bavi se izracˇunljivim metricˇkim prostorima. Pocˇevsˇi od same defi-
nicije izracˇunljivog metricˇkog prostora te osnovnih pojmova kao sˇto su izracˇunljiv niz i
izracˇunljiva tocˇka, pokazujemo kako izracˇunljivost mozˇemo uvesti i na mnogo opc´enitije
metricˇke prostore od ”standardnog” R
n s euklidskom metrikom. Potom pomoc´u Hausdor-
ffove metrike uvodimo vazˇan pojam izracˇunljivog skupa, a zatim proucˇavamo josˇ dvije
klase skupova - izracˇunljivo prebrojive i poluizracˇunljive skupove. Uspostavljamo veze
izmedu tih klasa i bavimo se njihovim najvazˇnijim svojstvima. Dalje uvodimo pojmove
izracˇunljivosti do na skup i izracˇunljivosti u tocˇki koji c´e nam biti bitni za razmatranje
uvjeta uz koje je je poluizracˇunljiv skup slabo izracˇunljivo prebrojiv, odnosno uvjeta uz
koje su izracˇunljive tocˇke guste u poluizracˇunljivom skupu. U zadnja dva potpoglavlja ko-
ristimo dobiveno kako bismo poopc´ili rezultate iz [3] i [4] te dokazujemo da su izracˇunljive
tocˇke guste u poluizracˇunljivim mnogostrukostima i poluizracˇunljivim topolosˇkim poli-
edrima.
U trec´em poglavlju najprije uvodimo pojam izracˇunljivog topolosˇkog prostora. Prvo
dokazujemo da je taj naizgled kompliciran pojam zapravo prirodno poopc´enje pojma izracˇu-
nljivog metricˇkog prostora, a potom prenosimo pojmove iz prethodog poglavlja u novi,
opc´enitiji, ambijent. Dalje dobivamo dovoljne uvjete uz koje su poluizracˇunljivi lancˇasti
kontinuumi i poluizracˇunljivi cirkularno lancˇasti kontinuumi u izracˇunljivom topolosˇkom
prostoru izracˇunljivi i time poopc´avamo rezultate iz [5] i [10].
Sve u svemu, zbog kompleksnosti odredenih dokaza, ovaj diplomski mi je posluzˇio kao
izvrstan uvod u daljnji znanstveni rad, a i pridonio je teoriji izracˇunljivosti nekim original-
nim rezultatima koje sadrzˇava. Posebno bih htjela zahvaliti mentoru doc.dr.sc. Zvonku
Iljazovic´u sˇto me upoznao s teorijom izracˇunljive topologije te na mnogim korisnim savje-
tima, beskrajnom strpljenju i entuzijazmu koji su me poticali na rad.

Poglavlje 1
Izracˇunljivost
1.1 Osnovni pojmovi i rezultati
Za funkciju f : S → N, S ⊆ Nk kazˇemo da je totalna ako je S = Nk.
Neka su k, n ∈ N\{0}, S 1, . . . , S n ⊆ Nk, T ⊆ Nn i gi : S i → N, i = 1, . . . , n te h : T → N.
Definiramo k-mjesnu funkciju f sa
f (x) ' h(g1(x), . . . , gn(x)), x ∈ Nk.
Pri tome oznaka ' znacˇi da je domena funkcije f skup
S = {x ∈ S 1 ∩ · · · ∩ S n | (g1(x), . . . , gn(x)) ∈ T }
i za svaki x ∈ S je
f (x) = h(g1(x), . . . , gn(x)).
Za ovako definiranu funkciju f kazˇemo da je dobivena kompozicijom funkcija h, g1, . . . , gn.
Neka je k ∈ N \ {0}, g : Nk → N, h : Nk+2 → N. Definiramo funkciju f : Nk+1 → N na
sljedec´i nacˇin:
f (0, x) = g(x)
f (y + 1, x) = h( f (y, x), y, x), x ∈ Nk, y ∈ N
Kazˇemo da je f dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija g i h.
Ako je k = 0 tada definicija funkcije f pomoc´u primitivne rekurzije izgleda
f (0) = a (za neki a ∈ N)
f (y + 1) = h( f (y), y), y ∈ N.
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Definiciju funkcije dobivene primitivnom rekurzijom na ocˇit nacˇin prosˇirujemo i na slucˇaj
kada polazne funkcije g i h nisu totalne.
Neka je S ⊆ Nk+1 i f : S → N funkcija. Neka je
T =
{
x ∈ Nk | (∃y ∈ N)(∀z ≤ y) (x, z) ∈ S ∧ f (x, y) = 0
}
.
Za x ∈ T sa µy( f (x, y) ' 0) oznacˇavamo najmanji prirodni broj y koji ima svojstvo iz
definicije skupa T , odnosno najmanji y ∈ N takav da je (x, z) ∈ S za sve z ≤ y i f (x, y) = 0.
Za funkciju g : T → N definiranu s
g(x) = µy( f (x, y) ' 0), x ∈ T
kazˇemo da je dobivena primjenom µ-operatora na funkciju f .
Funkciju Z : N → N definiranu s Z(x) = 0, x ∈ N nazivamo nul-funkcija. Funkciju
S c : N → N definiranu s S c(x) = x + 1, x ∈ N nazivamo funkcija sljedbenika. Neka
je n ∈ N \ {0} i k ∈ {1, . . . , n}. Funkciju Ink : Nn → N definiranu s Ink (x1, . . . , xn) =
xk, (x1, . . . , xn) ∈ Nn nazivamo projekcija.
Za funkcije Z, S c i Ink (n ∈ N \ {0}, k ∈ {1, . . . , n}) kazˇemo da su inicijalne funkcije.
Najmanja klasa funkcija koja sadrzˇi sve inicijalne funkcije te je zatvorena na kompo-
ziciju i primitivnu rekurziju naziva se klasa primitivno rekurzivnih funkcija. Preciznije,
klasu primitivno rekurzivnih funkcija definiramo na sljedec´i nacˇin:
Neka je Φ0 skup svih inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da je n ∈ N i da smo definirali
skup Φn. Tada definiramo skup S n kao skup svih funkcija koje se mogu dobiti kompozici-
jom i primitivnom rekurzijom funkcija iz Φn te stavimo Φn+1 = S n ∪ Φn.
Tada je
⋃
n∈N
Φn klasa primitivno rekurzivnih funkcija.
Buduc´i da su sve inicijalne funkcije totalne, iz gornje definicije se lako vidi da su i sve
primitivno rekurzivne funkcije totalne.
Za skup S ⊆ Nk kazˇemo da je primitivno rekurzivan ako je njegova karakteristicˇna funk-
cija primitivno rekurzivna.
Primjer 1.1.1. Navodimo nekoliko vazˇnih primjera primitivno rekurzivnih funkcija.
• (x, y) 7→ x + y
• (x, y) 7→ x · y
• (x, y) 7→ xy (pri cˇemu po dogovoru stavljamo da je 00 = 1)
• x 7→ x!
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• (x, y) 7→ max{x, y}
• (x, y) 7→ min{x, y}
• (x, y) 7→ x .− y, pri cˇemu je za x, y ∈ N
x .− y =
x − y, ako je x ≥ y0, inacˇe
• sg(x) =
1, x ≥ 10, x = 0
• sg(x) =
0, x ≥ 11, x = 0
• (x, y) 7→ |x − y|
Najmanja klasa funkcija koja sadrzˇi sve inicijalne funkcije te je zatvorena na kompo-
ziciju, primitivnu rekurziju i µ-operator naziva se klasa parcijalno rekurzivnih funkcija.
(precizniju definiciju klase parcijalno rekurzivnih funkcija dobivamo na analogan nacˇin
kao za klasu primitivno rekurzivnih funkcija).
Uocˇimo, za razliku od primitivno rekurzivnih funkcija, parcijalno rekurzivna funkcija ne
mora biti totalna. To je posljedica cˇinjenice da primjenom µ-operatora na totalnu funkciju
ne moramo nuzˇno dobiti totalnu funkciju.
Funkcija iz klase parcijalno rekurzivnih funkcija koja je totalna naziva se i rekurzivna
funkcija. Kazˇemo da je skup S ⊆ Nk rekurzivan ako je njegova karakteristicˇna funkcija
rekurzivna.
Dokazi sljedec´ih dviju propozicija se mogu nac´i u [2].
Propozicija 1.1.2. Neka je k ∈ N \ {0} i f : Nk+1 → N, α, β : Nk → N (primitivno)
rekurzivne funkcije. Tada su (primitivno) rekurzivne i funkcije g, h : Nk → N definirane sa
g(x) =

∑β(x)
i=α(x) f (x, i), ako je α(x) ≤ β(x)
0, inacˇe
h(x) =

∏β(x)
i=α(x) f (x, i), ako je α(x) ≤ β(x)
1, inacˇe
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Propozicija 1.1.3. Neka su k, n ∈ N \ {0} i F1, . . . , Fn : Nk → N (primitivno) rekurzivne
funkcije. Nek su S 1, . . . , S n ⊆ Nk (primitivno) rekurzivni skupovi takvi da za svaki x ∈ Nk
postoji tocˇno jedan i ∈ {1, . . . , n} takav da je x ∈ S i. Tada je f : Nk → N definirana sa
f (x) =

F1(x), ako je x ∈ S 1
...
Fn(x), ako je x ∈ S n
takoder (primitivno) rekurzivna.
Vazˇan rezultat je da je skup svih prostih brojeva primitivno rekurzivan (vidi [2]). Za
n ∈ N neka je pn n-ti prosti broj (dakle, p0 = 2, p1 = 3, . . . ). U nastavku c´emo cˇesto
koristiti sljedec´e funkcije:
• exp : N2 → N,
exp(x, i) =
eksponent s kojim pi ulazi u rastav od x na proste faktore, x , 0,0, x = 0
• (x)i = exp(x, i) .− 1, x, i ∈ N
• lh : N→ N,
lh(x) = najmanji prirodan broj i takav da exp(x, i) = 0, x ∈ N
• i = lh(i) .− 1, i ∈ N
Pokazuje se da su navedene funkcije primitivno rekurzivne. U teoriji izracˇunljivosti ove
funkcije igraju vazˇnu ulogu u kodiranju konacˇnih nizova prirodnih brojeva ([2]).
1.2 Rekurzivne funkcije Nk → Rn
Kako bismo definirali pojam rekurzivne funkcije Nk → R, najprije pojam rekurzivne funk-
cije na prirodan nacˇin prosˇirujemo na funkcije Nk → Q:
Za funkciju f : Nk → Q kazˇemo da je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije
a, b, c : Nk → N, b(x) , 0, za sve x ∈ Nk, takve da je
f (x) = (−1)c(x) a(x)
b(x)
, x ∈ Nk
.
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Propozicija 1.2.1. Neka su f , g : Nk → Q, h : Nn → Nk rekurzivne funkcije. Tada su
i funkcije f + g, f · g, − f , | f | : Nk → Q, f ◦ h : Nn → Q takoder rekurzivne. Ako je
f (x) , 0, za sve x ∈ Nk, tada je i funkcija 1f : Nk → Q rekurzivna.
Propozicija 1.2.2. Neka su α, β : Nk → N, f : Nk+1 → Q rekurzivne funkcije. Tada su
rekurzivne i funkcije g, g′, h, h′ : Nk → Q definirane sa
g(x) =
β(x)∑
i=α(x)
f (x, i), g′(x) =
β(x)∏
i=α(x)
f (x, i),
h(x) = min
0≤i≤α(x)
f (x, i), h′(x) = max
0≤i≤α(x)
f (x, i),
pri cˇemu je g(x) = 0, g′(x) = 1 za α(x) > β(x).
Propozicija 1.2.3. Neka su f , g : Nk → Q rekurzivne funkcije. Tada su skupovi
{x ∈ Nk | f (x) > g(x)}, {x ∈ Nk | f (x) ≥ g(x)}, {x ∈ Nk | f (x) = g(x)}
rekurzivni.
Za funkciju f : Nk → R kazˇemo da je rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija
F : Nk+1 → Q takva da je
| f (x) − F(x, i)| < 2−i
za sve x ∈ Nk, i ∈ N. Za F kazˇemo da je rekurzivna aproksimacija od f .
Dokazi sljedec´ih propozicija mogu se pronac´i u [1].
Propozicija 1.2.4. Neka su f , g : Nk → R, h : Nn → Nk rekurzivne funkcije. Tada su
i funkcije f + g, f · g, − f , | f | : Nk → R, f ◦ h : Nn → R takoder rekurzivne. Ako je
f (x) , 0, za sve x ∈ Nk, tada je i funkcija 1f : Nk → R rekurzivna.
Propozicija 1.2.5. Neka su α, β : Nk → N, f : Nk+1 → R rekurzivne funkcije. Tada su
rekurzivne i funkcije g, g′, h, h′ : Nk → R definirane sa
g(x) =
β(x)∑
i=α(x)
f (x, i), g′(x) =
β(x)∏
i=α(x)
f (x, i),
h(x) = min
0≤i≤α(x)
f (x, i), h′(x) = max
0≤i≤α(x)
f (x, i),
pri cˇemu je g(x) = 0, g′(x) = 1 za α(x) > β(x).
Za funkciju f : Nk → Rn kazˇemo da je rekurzivna ako su njene komponentne funkcije
f1, ..., fn : Nk → R rekurzivne. Analogno definiramo pojam rekurzivne funkcije Nk → Qn i
Nk → Nn.
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1.3 Rekurzivno prebrojivi skupovi u Nn
Za S ⊆ Nn kazˇemo da je rekurzivno prebrojiv ako je S = ∅ ili ako postoji rekurzivna
funkcija f : N→ Nn takva da je S = f (N).
Propozicija 1.3.1. Ako je S ⊆ Nn rekurzivan, tada je S rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Ako je S = ∅ tada je tvrdnja jasna.
Ako S , ∅ rekurzivan, uzmimo s = (s1, . . . , sm) ∈ S . Neka je g : N → Nn proizvoljna
rekurzivna surjekcija, primjerice mozˇemo uzeti g(x) = ((x)1, . . . , (x)n) , x ∈ N. Definiramo
funkciju f : N→ Nn na sljedec´i nacˇin:
f (x) =
g(x), g(x) ∈ Ss, g(x) < S
Tada za komponentne funkcije f1, . . . , fn vrijedi:
fi(x) =
gi(x), g(x) ∈ Ssi, g(x) < S , i = 1, . . . , n
Vidimo da je fi : N → N funkcija definirana po slucˇajevima iz rekurzivnih relacija i
rekurzivnih funkcija, stoga je za svaki i ∈ {1, . . . , n} funkcija fi rekurzivna. Iz ovoga slijedi
da je f rekurzivna i ocˇito f (N) = S . Dakle, S je rekurzivno prebrojiv.

Propozicija 1.3.2. Neka je S ⊆ Nk rekurzivno prebrojiv i f : Nk → Nn rekurzivna. Tada
je f (S ) rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Ako je S = ∅ tvrdnja je jasna. Neka je S , ∅ rekurzivno prebrojiv i g : N → Nk
rekurzivna funkcija takva da je S = g(N). Tada je f ◦ g : N→ Nn rekurzivna i vrijedi
( f ◦ g)(N) = f (g(N)) = f (S ).
Dakle, f (S ) je rekurzivno prebrojiv.

Teorem 1.3.3 (o projekciji).
Neka je T ⊆ Nk+n rekurzivno prebrojiv i
S =
{
x ∈ Nk | (∃y ∈ Nn) (x, y) ∈ T
}
.
Tada je S rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Uocˇimo da je S = p(T ), pri cˇemu je p : Nk+n → Nk projekcija na prvih k koordi-
nata, odnosno
p(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xk), x1, . . . , xk, y1, . . . , yn ∈ N.
Ocˇito je p rekurzivna pa iz propozicije 1.3.2 slijedi da je S rekurzivno prebrojiv.

Propozicija 1.3.4. Neka je S ⊆ Nn rekurzivno prebrojiv i f : Nk → Nn rekurzivna funkcija.
Tada je f −1(S ) rekurzivno prebrojiv skup.
Dokaz. Za S = ∅ je jasno da tvrdnja vrijedi. Neka je S , ∅ i g : N → Nn rekurzivna
funkcija takva da je S = g(N). Za x ∈ Nk imamo:
x ∈ f −1(S )⇔ f (x) ∈ S ⇔ (∃i ∈ N) f (x) = g(i).
Definiramo
T =
{
(x, i) ∈ Nk+1 | f (x) = g(i)
}
.
Buduc´i da su f i g rekurzivne, lako se vidi da je T ⊆ Nk+1 rekurzivan. Sada uocˇimo da
vrijedi
x ∈ f −1(S )⇔ (∃i ∈ N) (x, i) ∈ T.
Sada iz teorema 1.3.3 slijedi da je f −1(S ) rekurzivno prebrojiv.

Propozicija 1.3.5. Neka su S ,T rekurzivno prebrojivi skupovi u Nn. Tada su S ∪T i S ∩T
rekurzivno prebrojivi.
Dokaz. Ako je S = ∅ ili T = ∅ tada tvrdnja ocˇito vrijedi. Neka je S , ∅ i T , ∅
te f , g : N → Nn rekurzivne takve da je S = f (N), T = g(N). Definiramo funkciju
h : N→ Nn,
h(x) =
 f ((x)0), (x)1 parang((x)0), (x)1 neparan.
h je rekurzivna te je ocˇito h(N) ⊆ S ∪ T . No, za proizvoljne s ∈ S , t ∈ T imamo
s = f (n), t = g(m), za neke n,m ∈ N. Tada je s = h(2n+13), t = h(2m+132). Dakle
h(N) = S ∪ T , iz cˇega slijedi da je S ∪ T rekurzivno prebrojiv.
Za S ∩ T imamo sljedec´e:
x ∈ S ∩ T ⇔ x ∈ S ∧ x ∈ T
⇔ (∃i ∈ N) x = f (i), (∃ j ∈ N) x = g( j)
⇔ (∃(i, j) ∈ N2) (x, i, j) ∈ A,
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pri cˇemu je
A =
{
(x, i, j) ∈ Nn+2 | x = f (i), x = g( j)
}
rekurzivan skup. Iz teorema 1.3.3 slijedi da je S ∩ T rekurzivno prebrojiv.

Teorem 1.3.6 (Single-Valuedness).
Neka su T ⊆ Nk+n, S 1 ⊆ Nk, S 2 ⊆ Nn rekurzivno prebrojivi skupovi takvi da za svaki
x ∈ S 1 postoji y ∈ S 2 takav da je (x, y) ∈ T. Tada postoji parcijalno rekurzivna funkcija
ϕ : S 1 → Nn takva da je ϕ(S 1) ⊆ S 2 i (x, ϕ(x)) ∈ T, za svaki x ∈ S 1.
Dokaz. Za S 1 = ∅ tvrdnja ocˇito vrijedi. Ako je S 1 , ∅, tada je i S 2 , ∅. Neka su
g : N → Nk+n, g1 : N → Nk, g2 : N → Nn rekurzivne funkcije takve da je g(N) = T ,
g1(N) = S 1, g2(N) = S 2. Neka je
S ′ =
{
(x, i) ∈ Nk+1 | x = g1((i)0), (x, g2((i)1)) = g((i)2)
}
.
Prema propoziciji 1.2.3 S ′ je rekurzivan. Definiramo k-mjesnu funkciju f sa
f (x) ' µi ((x, i) ∈ S ′) , x ∈ Nk
f je parcijalno rekurzivna i ako je x ∈ Nk u domeni funkcije f , tada zbog x = g1(( f (x))0),
imamo da je x ∈ S 1. S druge strane, ako je x ∈ S 1, tada postoji y ∈ S 2 takav da je (x, y) ∈ T .
Odnosno, ako su k, l ∈ N takvi da je x = g1(k) i y = g2(l), tada postoji m ∈ N takav da je
(x, y) = g(m). Kako je funkcija i 7→ ((i)0, (i)1, (i)2) surjekcija N → N3, postoji i ∈ N takav
da je (k, l,m) = ((i)0, (i)1, (i)2), a tada je (x, i) ∈ S ′. Dakle, za svaki x ∈ S 1 je skup
{i ∈ N | (x, i) ∈ S ′}
neprazan, pa se svaki x ∈ S 1 nalazi u domeni od f . Dakle, dokazali smo da je domena od
f upravo S 1. Takoder, za x ∈ S 1 ocˇito je (x, g2(( f (x))1)) ∈ T . Dakle, funkcija ϕ : S 1 → Nn
definirana sa
ϕ(x) = g2(( f (x))1), x ∈ S 1
ima trazˇena svojstva.

Dokaz sljedec´e propozicije mozˇe se pronac´i u [1].
Propozicija 1.3.7. Ako je f : Nk → R rekurzivna, tada je S = {x ∈ Nk | f (x) > 0}
rekurzivno prebrojiv.
Propozicija 1.3.8. Neka su T1, . . . ,Tn rekurzivno prebrojivi skupovi u Nk takvi da je T1 ∪
· · · ∪ Tn = Nk. Tada postoje rekurzivni medusobno disjunktni skupovi S 1, . . . , S n u Nk takvi
da je S 1 ∪ · · · ∪ S n = Nk i S i ⊆ Ti, i = 1, . . . , n.
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Dokaz. Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da je Ti , ∅, za sve i ∈ {1, . . . , n}.
Za i ∈ {1, . . . , n} neka je gi : N → Nk rekurzivna funkcija takva da Ti = gi(N). Definiramo
f : Nk → N,
f (x) = µy (x = g1(y) ∨ x = g2(y) ∨ · · · ∨ x = gn(y)) , x ∈ Nk.
Kako je T1 ∪ · · · ∪ Tn = Nk, f je dobro definirana i ocˇito je rekurzivna. Sada definiramo
skupove S 1, . . . , S n na sljedec´i nacˇin:
S 1 =
{
x ∈ Nk | x = g1( f (x))
}
,
S i+1 =
{
x ∈ Nk | x = gi+1( f (x))
}
\ (S 1 ∪ · · · ∪ S i), i < n
Indukcijom je lako provjeriti da su S 1, . . . , S n rekurzivni, a ocˇito su medusobno disjunktni
i S i ⊆ Ti, i = 1, . . . , n. Takoder, za x ∈ Nk, ako je i0 najmanji i ∈ {1, . . . , n} takav da
x = gi( f (x)), tada imamo x ∈ S i0 . Stoga, S 1 ∪ · · · ∪ S n = Nk.

1.4 R.r.o. funkcije
Neka su k, n ∈ N \ {0}, Φ : Nk → P(Nn). Za Φ kazˇemo da je rekurzivna ako je funkcija
Φ : Nk+n → N,
Φ(x, y) = χΦ(x)(y), x ∈ Nk, y ∈ Nn
rekurzivna.
Za m ∈ N neka je
Nnm = {(x1, . . . , xn) ∈ Nn | x1, . . . , xn ∈ {0, . . . ,m}} = {0, . . . ,m}n .
Za funkciju Φ : Nk → P(Nn) kazˇemo da je rekurzivno omedena ako postoji rekur-
zivna funkcija ϕ : Nk → N takva da je
Φ(x) ⊆ Nnϕ(x),
za svaki x ∈ Nk. Tada za ϕ kazˇemo da je rekurzivna meda za Φ.
Za Φ : Nk → P(Nn) kazˇemo da je r.r.o. funkcija ako je Φ rekurzivna i rekurzivno
omedena.
Propozicija 1.4.1. Neka su Φ,Ψ : Nk → P(Nn) r.r.o. funkcije. Tada su i funkcije Λ1,Λ2,Λ3 :
Nk → P(Nn),
Λ1(x) = Φ(x) ∪ Ψ(x), Λ2(x) = Φ(x) ∩ Ψ(x), Λ3(x) = Φ(x) \ Ψ(x), x ∈ Nk
r.r.o. funkcije.
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Dokaz. Imamo Λ1 : Nk+n → N,
Λ1(x, y) = χΛ1(x)(y) = χΦ(x)∪Ψ(x)(y)
= sg
(
χΦ(x)(y) + χΨ(x)(y)
)
= sg
(
Φ(x, y) + Ψ(x, y)
)
,
za sve x ∈ Nk, y ∈ Nn. Kako su funkcije Φ, Ψ rekurzivne, vidimo da je i funkcija Λ1
rekurzivna, pa je Λ1 rekurzivna funkcija.
Buduc´i da su Φ,Ψ rekurzivno omedene, postoje rekurzivne funkcije ϕ, ψ : Nk → N, takve
da je
Φ(x) ⊆ Nnϕ(x), Ψ(x) ⊆ Nnψ(x),
za svaki x ∈ Nk. Neka je λ : Nk → N, λ(x) = max {ϕ(x), ψ(x)} , x ∈ Nk. Ocˇito je λ
rekurzivna i vidimo da je
Λ1(x) ⊆ Nnλ(x),
za svaki x ∈ Nk pa je Λ1 rekurzivno omedena. Dakle, Λ1 je r.r.o. funkcija.
Slicˇno se pokazuje da su Λ2 i Λ3 r.r.o. funkcije.

Propozicija 1.4.2. Neka su Φ1 : Nk → P(Nn), Φ2 : Nk → P(Nm) r.r.o. funkcije. Tada je i
Φ : Nk → P(Nn+m),
Φ(x) = Φ1(x) × Φ2(x), x ∈ Nk
r.r.o. funkcija.
Dokaz. Neka su ϕ1, ϕ2 : Nk → N rekurzivne mede za Φ1 i Φ2. Tada je ocˇito ϕ := ϕ1 + ϕ2
rekurzivna meda za Φ. Dakle, Φ je rekurzivno omedena.
Neka je Φ : Nk+n+m → N,
Φ(x, y, z) = χΦ(x)(y, z), x ∈ Nk, y ∈ Nn, z ∈ Nm
Buduc´i da je
(y, z) ∈ Φ(x) ⇔ y ∈ Φ1(x), z ∈ Φ2(x),
imamo
Φ(x, y, z) = χΦ1(x)(y) · χΦ2(x)(z) = Φ1(x, y) · Φ2(x, z),
za sve x ∈ Nk, y ∈ Nn, z ∈ Nm. Dakle, Φ je rekurzivna funkcija.

Lema 1.4.3. Neka je n ∈ N\{0}. Tada postoje rekurzivne funkcije g : N→ Nn, ω : N→ N
takve da je
Nnm ⊆ {g(i) | 0 ≤ i ≤ ω(m)} ,
za svaki m ∈ N.
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Dokaz. Definiramo g : N→ Nn, ω : N→ N,
g(i) = ((i)1, . . . , (i)n) , i ∈ N
ω(m) = pm+11 · · · pm+1n , m ∈ N
Imamo:
(y1, . . . , yn) ∈ Nnm ⇒ y1, . . . , yn ≤ m ⇒ py1+11 · · · pyn+1n ≤ ω(m)
Sada za i = py1+11 · · · pyn+1n vrijedi g(i) = (y1, . . . , yn) te i ≤ ω(m).

Propozicija 1.4.4. Neka je Φ : Nk → P(Nn) r.r.o. funkcija. Tada je
S =
{
x ∈ Nk | Φ(x) = ∅
}
rekurzivan skup.
Dokaz. Neka je ϕ : Nk → N rekurzivna funkcija takva da je Φ(x) ⊆ Nnϕ(x), za svaki x ∈ Nk.
Neka su g i ω funkcije iz prethodne leme. Tada je za x ∈ Nk
Nnϕ(x) ⊆ {g(i) | 0 ≤ i ≤ ω(ϕ(x))} ,
iz cˇega slijedi
Φ(x) ⊆ {g(i) | 0 ≤ i ≤ ω(ϕ(x))} .
Sada imamo:
x ∈ S ⇔ Φ(x) = ∅
⇔ g(i) < Φ(x), ∀i ∈ {0, . . . , ω(ϕ(x))}
⇔ Φ(x, g(i)) = 0, ∀i ∈ {0, . . . , ω(ϕ(x))}
⇔
ω(ϕ(x))∑
i=0
Φ(x, g(i)) = 0
Kako je funkcija F : Nk → N,
F(x) =
ω(ϕ(x))∑
i=0
Φ(x, g(i)), x ∈ Nk
rekurzivna te χS (x) = sg(F(x)), za svaki x ∈ Nk, slijedi da je S rekurzivan skup.

18 POGLAVLJE 1. IZRACˇUNLJIVOST
Korolar 1.4.5. Neka su Φ,Ψ : Nk → P(Nn) r.r.o. funkcije. Tada su skupovi
S =
{
x ∈ Nk | Φ(x) ⊆ Ψ(x)
}
, T =
{
x ∈ Nk | Φ(x) = Ψ(x)
}
rekurzivni.
Dokaz. Ocˇito je da za x ∈ Nk vrijedi
Φ(x) ⊆ Ψ(x) ⇔ Φ(x) \ Ψ(x) = ∅
Definiramo funkciju Λ : Nk → P(Nn), Λ(x) = Φ(x) \ Ψ(x), x ∈ Nk. Prema propoziciji
1.4.1, Λ je r.r.o. funkcija.
Sada je S =
{
x ∈ Nk | Λ(x) = ∅
}
, pa je prema propoziciji 1.4.4 S rekurzivan skup.
Imamo
T = S ∩
{
x ∈ Nk | Ψ(x) ⊆ Φ(x)
}
Kako je presjek rekurzivnih skupova rekurzivan, T je rekurzivan.

Za Φ : Nk → P(Nn) i f : Nn → Nm definiramo funkciju f (Φ) : Nk → P(Nm) sa
f (Φ)(x) = f (Φ(x)), x ∈ Nk.
Teorem 1.4.6. Neka je Φ : Nk → P(Nn) r.r.o. funkcija i f : Nn → Nm rekurzivna funkcija.
Tada je f (Φ) r.r.o. funkcija.
Dokaz. Neka su g i ω funkcije iz leme 1.4.3 te ϕ : Nk → N rekurzivna funkcija takva da je
Φ(x) ⊆ Nnϕ(x), za svaki x ∈ Nk.
Kako je za x ∈ Nk,
Φ(x) ⊆ Nnϕ(x) ⊆ {g(i) | 0 ≤ i ≤ ω(ϕ(x))}
imamo
f (Φ(x)) ⊆ { f (g(i)) | 0 ≤ i ≤ ω(ϕ(x))}
Neka su f1, . . . , fm : Nn → N koordinatne funkcije od f . Definiramo F : Nn → N,
F(y) = f1(y) + · · · + fm(y), y ∈ Nn
Ocˇito je F rekurzivna i za svaki y ∈ Nn vrijedi f (y) ∈ NmF(y). Definiramo funkciju ψ : Nk →
N,
ψ(x) =
ω(ϕ(x))∑
i=0
F(g(i)), x ∈ Nk
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ψ je rekurzivna i za x ∈ Nk, 0 ≤ i ≤ ω(ϕ(x)) vrijedi F(g(i)) ≤ ψ(x), a onda iNmF(g(i)) ⊆ Nmψ(x).
Kako je f (g(i)) ∈ NmF(g(i)), za svaki i ∈ N, imamo
{ f (g(i)) | 0 ≤ i ≤ ω(ϕ(x))} ⊆ Nmψ(x),
za svaki x ∈ Nk. Iz ovoga slijedi da je
f (Φ)(x) = f (Φ(x)) ⊆ Nmψ(x),
za svaki x ∈ Nk. Dakle f (Φ) je rekurzivno omedena.
Preostaje josˇ dokazati da je f (Φ) rekurzivna. Neka je f (Φ) : Nk+m → N,
f (Φ)(x, z) = χ f (Φ)(x)(z), x ∈ Nk, z ∈ Nm
Za sve x ∈ Nk, z ∈ Nm imamo
f (Φ)(x, z) = 1 ⇔ z ∈ f (Φ)(x) ⇔ z ∈ f (Φ(x))
⇔ (∃y ∈ Φ(x)) z = f (y)
⇔ (∃i ∈ {0, . . . , ω(ϕ(x))}) z = f (g(i)), g(i) ∈ Φ(x)
⇔ (∃i ∈ {0, . . . , ω(ϕ(x))}) χT (z, f (g(i)) > 0, Φ(x, g(i)) > 0
⇔
ω(ϕ(x))∑
i=0
χT (z, f (g(i))) · Φ(x, g(i)) > 0,
pri cˇemu je T =
{
(z1, z2) ∈ N2m | z1, z2 ∈ Nm, z1 = z2
}
. Ako definiramo funkciju G : Nk+m →
N,
G(x, z) =
ω(ϕ(x))∑
i=0
χT (z, f (g(i))) · Φ(x, g(i)), x ∈ Nk, z ∈ Nm
vidimo da je G rekurzivna i vrijedi
f (Φ)(x, z) = 1 ⇔ G(x, z) > 0,
za svake x ∈ Nk, z ∈ Nm. Dakle f (Φ) = sg ◦ G, pa je f (Φ) rekurzivna, a onda i f (Φ).
Slijedi da je f (Φ) r.r.o. funkcija.

Primjer 1.4.7. Neka je g : N → Nn rekurzivna funkcija. Definiramo funkciju Ψ : N →
P(Nn),
Ψ(i) = {g(0), . . . , g(i)} = g ({0, . . . , i}) , i ∈ N
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Tvrdimo da je Ψ r.r.o. funkcija. Neka je Φ : N→ P(N),
Φ(i) = {0, . . . , i} , i ∈ N
Φ je rekurzivna jer vrijedi Φ(i, y) = sg(y .− i), za sve i, y ∈ N. Takoder, Φ je rekurzivno
omedena jer je Φ(i) ⊆ N1i . Dakle, Φ je r.r.o. funkcija. Imamo da je Ψ(i) = g (Φ(i)), za svaki
i ∈ N, pa prema prethodnom teoremu slijedi da je Ψ r.r.o. funkcija.

Napomena 1.4.8. Ako je f : Nk → Nn rekurzivna i Φ : Nn → P(Nm) r.r.o. funkcija, tada
je Φ ◦ f : Nk → P(Nm) r.r.o. funkcija. Naime, ako je ϕ neka rekurzivna meda za Φ, tada je
ocˇito Φ( f (x)) ⊆ Nmϕ( f (x)), za svaki x ∈ Nk. Takoder za Φ ◦ f : Nk+m → N imamo da je
Φ ◦ f (x, z) = χ(Φ◦ f )(x)(z) = χΦ( f (x))(z) = Φ( f (x), z),
za sve x ∈ Nk, z ∈ Nm. Kako su Φ, f rekurzivne, vidimo da je i Φ ◦ f rekurzivna. Dakle,
Φ ◦ f je r.r.o. 
Teorem 1.4.9. Neka je T ⊆ Nn rekurzivno prebrojiv skup te neka je Φ : Nk → P(Nn) r.r.o.
funkcija. Tada je skup
S =
{
x ∈ Nk | Φ(x) ⊆ T
}
rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Ako je T = ∅, tada je S =
{
x ∈ Nk | Φ(x) = ∅
}
pa je prema propoziciji 1.4.4 S
rekurzivan, a onda i rekurzivno prebrojiv.
Neka je T , ∅ i g : N→ Nn rekurzivna funkcija takva da je g(N) = T . Definiramo funkciju
Ψ : N→ P(Nn),
Ψ(i) = {g(0), . . . , g(i)} , i ∈ N
Prema primjeru 1.4.7, Ψ je r.r.o. Uocˇimo da je T =
⋃
i∈N
Ψ(i). Neka je
Ω =
{
(x, i) ∈ Nk+1 | Φ(x) ⊆ Ψ(i)
}
Buduc´i da su prema napomeni 1.4.8, Φ1(x, i) = Φ(x) i Ψ1(x, i) = Ψ(i), za x ∈ Nk, i ∈ N,
r.r.o funkcije Nk+1 → P(Nn) i vrijedi
Ω =
{
(x, i) ∈ Nk+1 | Φ1(x, i) ⊆ Ψ1(x, i)
}
,
prema korolaru 1.4.5, Ω je rekurzivan skup. Sada je:
x ∈ S ⇔ Φ(x) ⊆ T
⇔ (∃i ∈ N) Φ(x) ⊆ Ψ(i)
⇔ (∃i ∈ N) (x, i) ∈ Ω
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Prema teoremu 1.3.3, S je rekurzivno prebrojiv skup.

Teorem 1.4.10. Neka su k, n,m ∈ N \ {0} i Φ : Nk → P(Nn), Ψ : Nn → P(Nm) r.r.o.
funkcije. Definiramo Λ : Nk → P(Nm),
Λ(x) =
⋃
y∈Φ(x)
Ψ(y), x ∈ Nk
Tada je Λ r.r.o. funkcija.
Dokaz. Neka su g i ω funkcije iz leme 1.4.3 te ϕ i ψ rekurzivne mede za Φ i Ψ, respektivno.
Tada je, za x ∈ Nk,
Φ(x) ⊆ Nnϕ(x) ⊆ {g(i) | 0 ≤ i ≤ ω(ϕ(x))} (1.4.1)
Iz ovoga slijedi
Λ(x) =
⋃
y∈Φ(x)
Ψ(y) ⊆
ω(ϕ(x))⋃
i=0
Ψ(g(i)) ⊆
ω(ϕ(x))⋃
i=0
Nmψ(g(i)) ⊆ Nmλ(x),
gdje je λ : Nk → N,
λ(x) =
ω(ϕ(x))∑
i=0
ψ(g(i)), x ∈ Nk
Ocˇito je λ rekurzivna funkcija i imamo da je
Λ(x) ⊆ Nmλ(x),
za svaki x ∈ Nk. Dakle, Λ je rekurzivno omedena.
Neka su x ∈ Nk, z ∈ Nm. Imamo
Λ(x, z) = 1 ⇔ z ∈ Λ(x)
⇔ (∃y ∈ Φ(x)) z ∈ Ψ(y)
(1.4.1)⇔ (∃y ∈ {g(i) | 0 ≤ i ≤ ω(ϕ(x))}) z ∈ Ψ(y), y ∈ Φ(x)
⇔ (∃i ∈ {0, . . . , ω(ϕ(x))}) z ∈ Ψ(g(i)), g(i) ∈ Φ(x)
⇔ (∃i ∈ {0, . . . , ω(ϕ(x))}) Ψ(g(i), z) · Φ(x, g(i)) > 0
⇔
ω(ϕ(x))∑
i=0
Ψ(g(i), z) · Φ(x, g(i)) > 0
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Vidimo da je
Λ(x, z) = sg
ω(ϕ(x))∑
i=0
Ψ(g(i), z) · Φ(x, g(i))
 ,
za sve x ∈ Nk, z ∈ Nm pa je Λ rekurzivna, a onda i r.r.o. funkcija.

Napomena 1.4.11. Funkcija Ψ : N→ P(N),
Ψ(i) =
{
(i)0, . . . , (i)i
}
, i ∈ N
je r.r.o. Imamo
Ψ(i) = {σ(i, 0), . . . , σ(i, η(i))}
= σ ({(i, 0), . . . , (i, η(i))}) , i ∈ N,
pri cˇemu je σ(i, k) = (i)k, η(i) = i, za sve i, k ∈ N. Neka je Φ : N→ P(N2),
Φ(i) = {(i, 0), . . . , (i, η(i))} , i ∈ N
Imamo da je
Φ(i, x, y) = sg
|x − i| + η(i)∏
k=0
|y − k|
 , i, x, y ∈ N
pa vidimo da je Φ rekurzivna. Takoder, kako je η(i) ≤ i, za svaki i ∈ N, imamo da je
Φ(i) ⊆ N2i , za sve i ∈ N. Dakle, Φ je r.r.o. funkcija. Kako je Ψ(i) = σ (Φ(i)) , za sve i ∈ N,
iz teorema 1.4.6 slijedi da je Ψ r.r.o. funkcija. Ubuduc´e c´emo za i ∈ N skup Ψ(i) oznacˇavati
s [i], odnosno
[i] :=
{
(i)0, . . . , (i)i
}
, i ∈ N
Propozicija 1.4.12. Neka je Φ : Nk → P(N) r.r.o. funkcija takva da je Φ(x) , ∅, za svaki
x ∈ Nk. Tada postoji rekurzivna funkcija f : Nk → N takva da je Φ(x) = [ f (x)], za svaki
x ∈ Nk.
Dokaz. Definiramo skup
T =
{
(x, l) ∈ Nk+1 | Φ(x) = [l]
}
.
Prema korolaru 1.4.5, T je rekurzivan. Nadalje, kako je
{[l] | l ∈ N}
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skup svih konacˇnih nepraznih podskupova od N, za svaki x ∈ Nk postoji l ∈ N takav da je
(x, l) ∈ T . Sada prema teoremu 1.3.6 postoji rekurzivna funkcija f : Nk → N takva da je
(x, f (x)) ∈ T , za svaki x ∈ Nk. Dakle vidimo da je
Φ(x) = [ f (x)],
za svaki x ∈ Nk.


Poglavlje 2
Izracˇunljiv metricˇki prostor
2.1 Osnovni pojmovi i primjeri
Izracˇunljiv metricˇki prostor je uredena trojka (X, d, α), gdje je (X, d) metricˇki prostor,
α : N→ X niz gust u (X, d) takav da je funkcija
(i, j) 7→ d(αi, α j)
rekurzivna N2 → R.
Primjer 2.1.1. Neka je d Euklidska metrika na Rn te α : N→ Qn niz definiran sa
α(i) =
(
(−1)(i)0 (i)1
(i)2 + 1
, (−1)(i)3 (i)4
(i)5 + 1
, . . . , (−1)(i)3n−3 (i)3n−2
(i)3n−1 + 1
)
, i ∈ N
Tada je (Rn, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor.
Uocˇimo prvo da je α surjekcija. Naime, za proizvoljnu n-torku x ∈ Qn, imamo da je
x =
(
(−1)a0 a1
a2 + 1
, (−1)a3 a4
a5 + 1
, . . . , (−1)a3n−3 a3n−2
a3n−1 + 1
)
,
za neke a0, a1, . . . , a3n−1 ∈ N. Sada za
i = pa0+10 p
a1+1
1 · · · pa3n−1+13n−1
imamo α(i) = x. Buduc´i da je Qn gust u (Rn, d), vidimo da je α gust niz u (Rn, d).
Preostaje pokazati da je funkcija f : N2 → R, f (i, j) = d(α(i), α( j)) rekurzivna.
Oznacˇimo α1, . . . , αn : N→ Q komponentne funkcije od α, odnosno
αk(i) = (−1)(i)3k−3 (i)3k−2(i)3k−1 + 1 , k = 1, . . . , n, i ∈ N
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Ocˇito je αk rekurzivna za k = 1, . . . , n te imamo da je
f (i, j) =
√
n∑
k=1
(
αk(i) − αk( j))2, i, j ∈ N
Iz propozicije 1.2.2 lako vidimo da je funkcija g : N2 → Q,
g(i, j) =
n∑
k=1
(αk(i) − αk( j))2 , i, j ∈ N
rekurzivna i nenegativna, dakle postoje rekurzivne funkcije a, b : N2 → N, b(i, j) , 0, za
sve i, j ∈ N takve da je g(i, j) = a(i, j)b(i, j) , i, j ∈ N. Dakle
f (i, j) =
√
a(i, j)
b(i, j)
=
√
a(i, j)√
b(i, j)
, i, j ∈ N
Kako bi dokazali da je f rekurzivna dovoljno je dokazati sljedec´e:
Neka je h : Nk → N rekurzivna funkcija te H : Nk → R definirana sa H(x) = √h(x), x ∈
Nk. Tada je H rekurzivna.
Naime, tada c´e iz propozicije 1.2.5 slijediti da je f rekurzivna.
Fiksirajmo x ∈ Nk i neka je
√
h(x) = A + 0.a1a2a3... = A +
+∞∑
i=1
ai
10i
, A ∈ N, ai ∈ {0, 1, . . . , 9}
Imamo:
A + 0.a1a2 . . . an ≤
√
h(x) < A + 0.a1a2 . . . an +
1
10n
, ∀n ∈ N \ {0}
Mnozˇenjem s 10n te kvadriranjem gornjih nejednakosti dobivamo:
(10nA + a1a2 . . . an)2 ≤ h(x) · 102n < (10nA + a1a2 . . . an + 1)2, n ∈ N \ {0}
Oznacˇimo li
y(x, n) =
A, n = 010nA + a1a2 . . . an, n ∈ N \ {0}
vidimo da je tada
y(x, n) = µz
(
z2 ≤ h(x) · 102n ∧ h(x) · 102n < (z + 1)2
)
, x ∈ Nk, n ∈ N
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Dakle y : Nk+1 → N je rekurzivna funkcija.
Neka je G : Nk+1 → N definirana sa:
G(x, n) =
y(x, 0), n = 0ost(y(x, n) .− 10ny(x, 0), 10), n ∈ N \ {0}
pri cˇemu za a, b ∈ N, b , 0 s ost(a, b) oznacˇavamo ostatak pri djeljenju broja a sa b.
Funkcija G je rekurzivna te uocˇimo da je G(x, 0) = bH(x)c a za n , 0, G(x, n) je upravo
n-ta decimala broja H(x) (tj. G(x, n) = an u oznakama kao gore).
Sada je ocˇito funkcija F : Nk+1 → Q,
F(x, n) = G(x, 0) + G(x, 1) · 1
10
+ · · · + G(x, n) · 1
10n
, x ∈ Nk, n ∈ N
rekurzivna, te vrijedi
|H(x) − F(x, n)| < 1
10n
≤ 1
2n
,
za sve n ∈ N, x ∈ Nk. Dakle, H je rekurzivna funkcija.
Iz svega ovoga slijedi da je (Rn, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor.

Primjer 2.1.2. Oznacˇimo sa I∞ skup svih nizova u [0, 1] te neka je d : I∞ × I∞ → R
funkcija definirana sa
d((xi)i∈N, (yi)i∈N) = sup
{
1
2i+1 |xi − yi| | i ∈ N
}
.
Lako je vidjeti da je d metrika na I∞. Metricˇki prostor (I∞, d) nazivamo Hilbertova kocka.
Za n ∈ N neka je
An = {(xi)i∈N ∈ I∞ | (∀i ≤ n) xi ∈ Q, (∀i > n) xi = 0}
te
A =
∞⋃
n=0
An
DakleA je zapravo skup svih konacˇnih racionalnih nizova u [0, 1].
Pokazˇimo da jeA gust u (I∞, d), odnosno da je A¯ = I∞. Za to je dovoljno vidjeti da za
svaki niz (xi) ∈ I∞ i svaki r > 0 vrijedi K((xi), r) ∩A , ∅.
Neka su dakle (xi) ∈ I∞, r > 0 proizvoljni. Odaberimo i0 ∈ N takav da je
1
2i0+1
<
r
2
,
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te neka su za i ∈ {1, . . . , i0}, qi ∈ Q ∩ [0, 1] takvi da je
|xi − qi| < 2i+1 · r2
Takve qi mozˇemo odabrati zbog gustoc´e Q∩ [0, 1] u [0, 1]. Definirajmo niz (yi) na sljedec´i
nacˇin:
yi =
qi, i ∈ {1, . . . , i0}0, i > i0
Vidimo da je za i ∈ {1, . . . i0},
1
2i+1
|xi − yi| < r2 ,
a za i > i0 imamo
1
2i+1
|xi − yi| = 12i+1 |xi| ≤
1
2i+1
<
1
2i0+1
<
r
2
Slijedi da je d((xi), (yi)) ≤ r2 < r, pa je (yi) ∈ K((xi), r), a ocˇito je i (yi) ∈ A. Dakle,
K((xi), r) ∩A , ∅ pa vidimo da jeA gust u (I∞, d).
Neka je β : N2 → Q definirana sa
β(i, k) =
(i)2k
(i)2k+1 + 1
· sg
(
(i)2k .− ((i)2k+1 + 1)), i, k ∈ N
Tada je β rekurzivna i ocˇito je β(i, k) ∈ Q ∩ [0, 1],∀i, k ∈ N.
Sada definiramo funkciju α : N→ A sa
α(i) =
(
β(i, k)
)
k∈N
Uocˇimo da je α dobro definirana. Naime, β(i, k) = 0 za 2k ≥ i, a vec´ smo komentirali
da je β(i, k) ∈ Q ∩ [0, 1],∀i, k ∈ N. Dakle, zaista je α(i) ∈ A,∀i ∈ N. No α je takoder i
surjektivna. Proizvoljan niz x ∈ A je oblika
x =
( a0
a1 + 1
,
a2
a3 + 1
, . . . ,
a2n
a2n+1 + 1
, 0, 0, . . .
)
,
za neke n, a0, . . . , a2n+1 ∈ N takve da je a2ka2k+1 + 1 ∈ [0, 1], pa je onda
sg
(
a2k
.− (a2k+1 + 1)) = 1,
za k = 0, . . . , n.
Ukoliko definiramo
i = pa0+10 p
a1+1
1 · · · pa2n+1+12n+1
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vidimo da je α(i) = x.
Tvrdimo da je (I∞, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Pokazali smo da je α gust niz u (I∞, d),
preostaje josˇ dokazati da je funkcija f : N2 → R definirana sa
f (i, j) = d(α(i), α( j)), i, j ∈ N
rekurzivna.
Iz definicije od d i α slijedi da je
f (i, j) = sup
{
1
2k+1 |β(i, k) − β( j, k)| | k ∈ N
}
= max
{
1
2k+1 |β(i, k) − β( j, k)| | 0 ≤ k ≤ i + j
}
Posljednja jednakost slijedi zbog toga sˇto je β(i, k) = 0 za k ≥ i
2
, pa je onda za proizvoljne
i, j ∈ N i k > i + j, β(i, k) = β( j, k) = 0. Sada zbog rekurzivnosti funkcija
(i, j, k) 7→ 1
2k+1
|β(i, k) − β( j, k)| ,
(i, j) 7→ i + j
te propozicije 1.2.5 slijedi da je f rekurzivna.
Dakle (I∞, d, α) je izracˇunljiv metricˇki prostor.

Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor.
Za a ∈ X kazˇemo da je izracˇunljiva tocˇka u (X, d, α) ako postoji rekurzivna funkcija
f : N→ N takva da je
d(a, α f (k)) < 2−k,
za sve k ∈ N.
Za niz (xi)i∈N u X kazˇemo da je izracˇunljiv niz u (X, d, α) ako postoji rekurzivna funkcija
f : N2 → N takva da je
d(xi, α f (i,k)) < 2−k,
za sve i, k ∈ N.
Uocˇimo da su tocˇke αi, i ∈ N izracˇunljive jer za rekurzivnu funkciju iz definicije mozˇemo
uzeti konstantnu funkciju f (k) = i, k ∈ N. Takoder, niz (αi)i∈N je izracˇunljiv jer rekurzivna
funkcija f (i, k) = i, i, k ∈ N ima trazˇeno svojstvo.
Buduc´i da je rekurzivnih funkcija f : Nk → N prebrojivo, vidimo da izracˇunljivih tocˇaka i
izracˇunljivih nizova u proizvoljnom izracˇunljivom metricˇkom prostoru uvijek ima najvisˇe
prebrojivo. Stoga ako je X neprebrojiv skup, tada postoje tocˇke koje nisu izracˇunljive (cˇak
njih neprebrojivo). Za egzistenciju nizova koji nisu izracˇunljivi dovoljno je da X bude be-
skonacˇan.
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Neka je (R, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor iz primjera 2.1.1, za n = 1. Izracˇunljive
tocˇke u tom prostoru prirodno zovemo izracˇunljivim brojevima i pokazuje se da oni cˇine
polje ([1]). Kao sˇto se i iz same definicije mozˇe naslutiti, rekurzivne funkcije Nn → R
imaju jedno ”dobro” svojstvo u odnosu na taj metricˇki prostor. Odnosno imamo sljedec´i
rezultat:
Propozicija 2.1.3. Neka je g : Nn → R rekurzivna funkcija. Tada je g(x) izracˇunljiv broj u
(R, d, α), za svaki x ∈ Nn.
Dokaz. Neka je G : Nn+1 → Q rekurzivna aproksimacija od g i fiksirajmo x ∈ Nn. Tada za
svaki k ∈ N imamo
d(g(x),G(x, k)) = |g(x) −G(x, k)| < 2−k
Buduc´i da je (k, j) 7→ α( j) −G(x, k) rekurzivna N2 → Q, skup
S =
{
(k, j) ∈ N2 | α( j) = G(x, k)
}
je rekurzivan prema propoziciji 1.2.3. Definirajmo funkciju f : N→ N sa:
f (k) ' µ j (α( j) = G(x, k)) ' µ j (χS (k, j) ' 0)
Ocˇito je f parcijalno rekurzivna funkcija. Zbog surjektivnosti od α, za svaki k ∈ N postoji
j ∈ N takav da je (k, j) ∈ S , pa vidimo da je f totalna. Dakle f je rekurzivna i imamo da je
α( f (k)) = G(x, k), ∀k ∈ N. Znacˇi
d(g(x), α( f (k))) < 2−k,
za svaki k ∈ N, tj. g(x) je izracˇunljiv broj.

Propozicija 2.1.4. Neka su (xi)i∈N, (yi)i∈N izracˇunljivi nizovi u (X, d, α). Tada je funkcija
N2 → R, (i, j) 7→ d(xi, y j), rekurzivna.
Dokaz. Neka su f , g : N2 → N rekurzivne funkcije takve da za sve i, k ∈ N vrijedi
d(xi, α f (i,k)) < 2−k,
d(yi, αg(i,k)) < 2−k.
Za proizvoljne i, j, k ∈ N iz nejednakosti trokuta za d dobivamo
d(xi, y j) ≤ d(xi, α f (i,k))︸       ︷︷       ︸
<2−k
+d(α f (i,k), αg( j,k)) + d(αg( j,k), y j)︸       ︷︷       ︸
<2−k
< 2 · 2−k + d(α f (i,k), αg( j,k))
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Odnosno imamo
d(xi, y j) − d(α f (i,k), αg( j,k)) < 2 · 2−k
Sasvim analogno dobivamo i nejednakost
d(α f (i,k), αg( j,k)) − d(xi, y j) < 2 · 2−k
Sada je ∣∣∣d(xi, y j) − d(α f (i,k), αg( j,k))∣∣∣ < 2 · 2−k
Funkcija N3 → R,
(i, j, k) 7→ d(α f (i,k), αg( j,k))
je rekurzivna. Neka je F : N4 → Q njena rekurzivna aproksimacija. Tada imamo∣∣∣d(α f (i,k), αg( j,k)) − F(i, j, k, l)∣∣∣ < 2−l,
za sve i, j, k, l ∈ N. Sada je
∣∣∣d(xi, y j) − F(i, j, k, l)∣∣∣ ≤ <2·2
−k︷                            ︸︸                            ︷∣∣∣d(xi, y j) − d(α f (i,k), αg( j,k))∣∣∣ + <2
−l︷                               ︸︸                               ︷∣∣∣d(α f (i,k), αg( j,k)) − F(i, j, k, l)∣∣∣
< 2 · 2−k + 2−l,
za sve i, j, k, l ∈ N. Uvrstimo li l = k u gornju nejednakost, dobivamo∣∣∣d(xi, y j) − F(i, j, k, k)∣∣∣ < 3 · 2−k,
a iz ovoga slijedi ∣∣∣d(xi, y j) − F(i, j, k + 2, k + 2)∣∣∣ < 3 · 2−k−2 < 2−k,
za sve i, j, k ∈ N. Sada vidimo da je funkcija (i, j, k) 7→ F(i, j, k + 2, k + 2) rekurzivna
aproksimacija funkcije N2 → R, (i, j) 7→ d(xi, y j). Time je propozicija dokazana.

Ocˇito je tocˇka a ∈ X izracˇunljiva u (X, d, α) ako i samo ako je konstantan niz xn =
a, n ∈ N izracˇunljiv niz. Iz ovoga i prethodne dvije propozicije slijedi:
Korolar 2.1.5. Neka je (X, d′, α′) izracˇunljiv metricˇki prostor i (xi), (yi) izracˇunljivi nizovi
u tom prostoru. Tada je d′(xi, y j) izracˇunljiv broj, za sve i, j ∈ N. Posebno, ako su a, b
izracˇunljive tocˇke u (X, d′, α′), tada je d′(a, b) izracˇunljiv broj.
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2.2 Hausdorffova metrika
Neka je (X, d) metricˇki prostor.
Za neprazne podskupove A i B od X te ε > 0 pisˇemo
A ≺ε B
ako za svaki a ∈ A postoji b ∈ B takav da je d(a, b) < ε. Pisˇemo
A ≈ε B
ako je A ≺ε B i B ≺ε A.
Uocˇimo da ako su A i B neprazni omedeni skupovi u (X, d), tada postoji ε > 0 takav
da je A ≈ε B. Naime, kako su A i B omedeni skupovi, omeden je i skup A ∪ B pa postoje
x0 ∈ X, R > 0 takvi da je A ∪ B ⊆ K(x0,R). Sada iz nejednakosti trokuta za d lako vidimo
da je d(a, b) < 2R, za sve a ∈ A, b ∈ B pa mozˇemo uzeti ε = 2R.
Dakle za neprazne i omedene skupove A i B u (X, d) mozˇemo definirati
dH(A, B) = inf {ε > 0 | A ≈ε B} (2.2.1)
Oznacˇimo sa H familiju svih nepraznih kompaktnih skupova u (X, d). Buduc´i da je
kompaktan skup u metricˇkom prostoru omeden, mozˇemo promatrati dH : H ×H → R, pri
cˇemu je za A, B ∈ H vrijednost dH(A, B) definirana sa (2.2.1).
Iz definicije funkcije dH je lako vidjeti da za A, B ∈ H i ε > 0 takav da je dH(A, B) < ε
vrijedi da za svaki a ∈ A postoji b ∈ B takav da je d(a, b) < ε te za svaki b ∈ B postoji
a ∈ A takav da je d(b, a) < ε.
Propozicija 2.2.1. dH : H ×H → R je metrika.
Dokaz. Redom provjeravamo svojstva iz definicije metrike.
Iz definicije dH je ocˇito da je dH(A, B) ≥ 0, za sve A, B ∈ H .
Neka su A, B ∈ H takvi da je dH(A, B) = 0. Zˇelimo pokazati da je tada A = B.
Uzmimo proizvoljne a ∈ A, ε > 0. Kako je dH(A, B) < ε, postoji b ∈ B takav da je
d(a, b) < ε, odnosno b ∈ K(a, ε). Stoga vidimo da za proizvoljan ε > 0 vrijedi
K(a, ε) ∩ B , ∅
pa je a ∈ B.
Kako je B kompaktan, a kompaktan skup u metricˇkom prostoru je zatvoren, imamo
B = B te a ∈ B. Dakle A ⊆ B. Sasvim analogno vidimo da je B ⊆ A, iz cˇega slijedi A = B.
Iz definicije relacije ≈ε je ocˇito da je za A ∈ H ,
A ≈ε A,
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za sve ε > 0. Iz ovoga slijedi dH(A, A) = 0, za sve A ∈ H . Dakle, dokazali smo da je
dH(A, B) = 0 ako i samo ako je A = B, za sve A, B ∈ H .
Kako je A ≈ε B ako i samo ako je B ≈ε A, za proizvoljne A, B ∈ H , ε > 0, vidimo da
je
dH(A, B) = dH(B, A),
za sve A, B ∈ H .
Preostaje josˇ dokazati da dH zadovoljava nejednakost trokuta, odnosno da za pro-
izvoljne A, B,C ∈ H vrijedi
dH(A, B) ≤ dH(A,C) + dH(C, B)
Neka su A, B,C ∈ H i uzmimo proizvoljan ε > 0.
Buduc´i da je
dH(A,C) +
ε
2
> dH(A,C),
imamo da za svaki a ∈ A, postoji c ∈ C t.d.
d(a, c) < dH(A,C) +
ε
2
.
Takoder, zbog
dH(C, B) +
ε
2
> dH(C, B),
imamo da za svaki c ∈ C, postoji b ∈ B t.d.
d(c, b) < dH(C, B) +
ε
2
.
Slijedi da za svaki a ∈ A postoji b ∈ B takav da je
d(a, c) + d(c, b) < dH(A,C) + dH(C, B) + ε.
Kako je
d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b),
vidimo da za svaki a ∈ A postoji b ∈ B takav da je
d(a, b) < dH(A,C) + dH(C, B) + ε,
iz cˇega slijedi
A ≺dH(A,C)+dH(C,B)+ε B.
Analogno vidimo
B ≺dH(A,C)+dH(C,B)+ε A,
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iz cˇega slijedi
A ≈dH(A,C)+dH(C,B)+ε B,
a onda i
dH(A, B) ≤ dH(A,C) + dH(C, B) + ε.
Kako ovo vrijedi za proizvoljan ε > 0, mora biti
dH(A, B) ≤ dH(A,C) + dH(C, B).
Dakle dH je metrika.

Metriku dH naH nazivamo Hausdorffova metrika.
Propozicija 2.2.2. Neka je K neprazan kompaktan skup u (X, d) te A gust skup u (X, d).
Tada za svaki ε > 0 postoji konacˇan A ⊆ A takav da je
K ≈ε A.
Dokaz. Neka je ε > 0. Buduc´i da jeA gust skup u (X, d), nije tesˇko vidjeti da je
U = {K(a, ε) | a ∈ A}
otvoren pokrivacˇ od X. No tada jeU ujedno i otvoren pokrivacˇ od K u (X, d) pa buduc´i da
je K kompaktan, postoje n ∈ N, a0, . . . , an ∈ A takvi da je
K ⊆
n⋃
i=0
K(ai, ε).
Uocˇimo da bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da je
K ∩ K(ai, ε) , ∅,
i = 0, . . . , n. Uzmimo
A = {a0, ..., an}
Sada ocˇito za svaki x ∈ K vrijedi x ∈ K(ai, ε) odnosno d(x, ai) < ε za neki ai ∈ A, pa je
K ≺ε A.
Za proizvoljan ai ∈ A vrijedi K(ai, ε) ∩ K , ∅, pa postoji x ∈ K takav da je x ∈ K(ai, ε),
odnosno d(x, ai) < ε. Stoga A ≺ε K. Slijedi K ≈ε A.

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Mozˇe se pokazati da za A, B ∈ H vrijedi
dH(A, B) = max
{
max
a∈A
d(a, B),max
b∈B
d(b, A)
}
, (2.2.2)
pri cˇemu je za S ⊆ X i x ∈ X,
d(x, S ) = inf{d(x, s) | s ∈ S }.
Iz (2.2.2) se lako vidi da za A, B ∈ H i ε > 0 vrijedi:
dH(A, B) < ε⇔ A ≈ε B (2.2.3)
2.3 Izracˇunljivi skupovi
Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor.
Tocˇke {αn | n ∈ N} nazivamo racionalne tocˇke.
Oznacˇimo s Λ familiju svih konacˇnih nepraznih skupova racionalnih tocˇaka. U svrhu dalj-
njih definicija, zˇeljeli bismo pronac´i rekurzivne funkcije σ : N2 → N, η : N→ N takve da
je
{(σ(i, 0), σ(i, 1), . . . , σ(i, η(i))) | i ∈ N} (2.3.4)
skup svih nepraznih konacˇnih nizova u N.
Kako je svaki A ∈ Λ oblika A = {αa0 , . . . , αan} za neke n, a0, . . . , an ∈ N, a (a0, ..., an) je
konacˇan niz u N, vidimo da je tada
Λ =
{{
ασ(i,0), ασ(i,1), . . . , ασ(i,η(i))
}
| i ∈ N
}
.
Tvrdimo da je {(
(i)0, (i)1, . . . , (i)lh(i) .−1
)
| i ∈ N
}
skup svih nepraznih konacˇnih nizova u N. Ocˇito je(
(i)0, . . . , (i)lh(i) .−1
)
konacˇan neprazan niz u N za svaki i ∈ N. Takoder, ako je (a0, . . . , an) proizvoljan neprazan
konacˇan niz u N, tada za
i = pa0+10 p
a1+1
1 · · · pan+1n
imamo
(a0, . . . , an) =
(
(i)0, . . . , (i)lh(i) .−1
)
.
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Stoga vidimo da za trazˇene rekurzivne funkcije mozˇemo uzeti σ(i, j) = (i) j, η(i) = lh(i) .−
1, i, j ∈ N.
Definiramo
Λi =
{
ασ(i,0), . . . , ασ(i,η(i))
}
, i ∈ N. (2.3.5)
Vidimo da je i 7→ Λi surjekcija N→ Λ.
Oznacˇimo A = Imα. Iz definicije izracˇunljivog metricˇkog prostora imamo da je A gust
skup u (X, d). Sada iz propozicije 2.2.2 imamo da za proizvoljan neprazan kompaktan skup
K u (X, d) i ε > 0 postoji i ∈ N tako da je
K ≈ε Λi.
Za kompaktan neprazan skup K u (X, d) kazˇemo da je izracˇunljiv skup u (X, d, α) ako
postoji rekurzivna funkcija f : N→ N takva da je
K ≈2−k Λ f (k),
za sve k ∈ N.
Uocˇimo da ova definicija ne ovisi o odabiru rekurzivnih funkcija sa svojstvom (2.3.4).
Neka su σ′ : N2 → N, η′ : N → N proizvoljne rekurzivne funkcije sa svojstvom
(2.3.4) te skupovi Λ′i , i ∈ N definirani kao u (2.3.5).
Definiramo funkciju g sa
g(i) ' µ j
(
η(i) = η′( j)∧σ(i, 0) = σ′( j, 0)∧σ(i, 1) = σ′( j, 1)∧ · · ·∧σ(i, η(i)) = σ′( j, η′(i))),
za i ∈ N, odnosno
g(i) ' min
{
j ∈ N | (σ(i, 0), σ(i, 1), . . . , σ(i, η(i)) = (σ′( j, 0), σ′( j, 1), . . . , σ′( j, η′( j))},
za i ∈ N. Relacija R definirana sa R(i, j) ako i samo ako
η(i) = η′( j) ∧ σ (i, 0) = σ′ ( j, 0) ∧ σ (i, 1) = σ′ ( j, 1) ∧ · · · ∧ σ (i, η(i)) = σ′ ( j, η′(i)) ,
je rekurzivna. Naime, karakteristicˇna funkcija od R je dana s
χR(i, j) = sg
(
|η(i) − η′( j)| +
η(i)∑
k=0
|σ(i, k) − σ′( j, k)|
)
, i, j ∈ N
pa je, zbog rekurzivnosti funkcija σ,σ′, η, η′ te (x, y) 7→ |x − y|, rekurzivna.
Dakle g je parcijalno rekurzivna funkcija. No zbog svojstva (2.3.4) vidimo da je g totalna,
odnosno za svaki i ∈ N postoji j ∈ N iz skupa iz definicije od g, pa onda postoji i najmanji
element tog skupa. Dakle, g : N→ N je rekurzivna.
Uocˇimo da je Λi = Λ′g(i), za sve i ∈ N.
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Neka je sada K proizvoljan neprazan kompaktan skup u (X, d) takav da postoji f : N→
N rekurzivna funkcija takva da je
K ≈2−k Λ f (k),
za sve k ∈ N. Tada je g ◦ f : N→ N takoder rekurzivna i vrijedi da je
K ≈2−k Λ′g◦ f (k),
za sve k ∈ N. Posljednje slijedi iz
Λ f (k) = Λ
′
g( f (k)),
za sve k ∈ N.
Analogno vidimo i obrnutu tvrdnju, ako postoji rekurzivna funkcija f takva da je
K ≈2−k Λ′f (k),
za sve k ∈ N, tada postoji rekurzivna funkcija h takva da je
K ≈2−k Λh(k),
za sve k ∈ N.
Uocˇimo da je Λi izracˇunljiv skup, za svaki i ∈ N. Kako je Λi konacˇan i neprazan, ocˇito
je da je kompaktan u (X, d). Za funkciju iz definicije izracˇunljivog skupa mozˇemo uzeti
f : N→ N, f (k) = i, k ∈ N.
Propozicija 2.3.1. Funkcija f : N2 → R, f (i, j) = dH(Λi,Λ j), i, j ∈ N je rekurzivna.
Dokaz. Prema (2.2.2) vidimo da je:
f (i, j) = max
{
max
a∈Λi
d(a,Λ j),max
b∈Λ j
d(b,Λi)
}
Za proizvoljan a ∈ Λi prema (2.3.5) vidimo da je a = ασ(i,k) za neki k ∈ {0, . . . , η(i)}. Sada
je
d(a,Λ j) = d(ασ(i,k),Λ j) = min{d(ασ(i,k), ασ( j,l)) | l = 0, . . . , η( j))}
Funkcija (i, k, j, l) → d(ασ(i,k), ασ( j,l)) je rekurzivna funkcija N4 → R zbog rekurzivnosti
funkcija (i, j)→ d(αi, α j) i σ. Stoga, zbog rekurzivnosti od η i propozicije 1.2.5 vidimo da
je funkcija
(i, k, j)→ d(ασ(i,k),Λ j) rekurzivna N3 → R. Sada imamo
max
a∈Λi
d(a,Λ j) = max{d(ασ(i,k),Λ j) | k = 0, . . . , η(i)}
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Ponovno zbog propozicije 1.2.5 i prethodnog zakljucˇka imamo da je funkcija
g(i, j) = max
a∈Λi
d(a,Λ j)
rekurzivna N2 → R. Sada je
f (i, j) = max{g(i, j), g( j, i)}, i, j ∈ N,
pa je prema propoziciji 1.2.5, f rekurzivna. 
Iz svega prethodnog dobivamo sljedec´i rezultat:
Korolar 2.3.2. (H , dH,Λ) je izracˇunljiv metricˇki prostor. Tocˇka K ∈ H je izracˇunljiva u
(H , dH,Λ) ako i samo ako je K izracˇunljiv skup u (X, d, α).
Dokaz. Prema 2.2.1 (H , dH) je metricˇki prostor, a iz propozicije 2.2.2 i (2.2.3) vidimo da
za svaki K ∈ H i ε > 0 postoji i ∈ N takav da je dH(K,Λi) < ε, dakle Λ je gust niz u
(H , dH).
Sada iz ovoga i prethodne propozicije vidimo da je (H , dH,Λ) zaista izracˇunljiv metricˇki
prostor.
Tocˇka K ∈ H je izracˇunljiva ako postoji rekurzivna funkcija f : N→ N takva da je
dH(K,Λ f (k)) < 2−k,
za sve k ∈ N. No iz (2.2.3) vidimo da posljednje vrijedi ako i samo ako je
K ≈2−k Λ f (k),
za sve k ∈ N, odnosno, ako i samo ako je K izracˇunljiv skup u (X, d, α).

Dalje bismo htjeli povezati pojmove izracˇunljive tocˇke, izracˇunljivog niza i izracˇunljivog
skupa. Navodimo jednostavan primjer koji pokazuje da niz ne mora biti izracˇunljiv cˇak ni
uz neka naizgled ”jaka” dodatna svojstva.
Primjer 2.3.3. Neka je d diskretna metrika na N, odnosno d : N2 → R,
d(x, y) =
0, x = y1, x , y , x, y ∈ N
Uocˇimo da je d rekurzivna kao funkcija N2 → N. Neka je α : N → N proizvoljna
rekurzivna surjekcija (primjerice identiteta). Tada je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor.
Ocˇito je niz α gust u (N, d). Takoder, funkcija f : N2 → R definirana sa
f (i, j) = d(α(i), α( j)), i, j ∈ N
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je rekurzivna kao funkcija N2 → N jer su to i funkcije α i d, pa je onda naravno rekurzivna
i kao funkcija N2 → R.
Uocˇimo da su u (N, d, α) sve tocˇke izracˇunljive jer za proizvoljan x ∈ N postoji i ∈ N
takav da je x = αi, a vec´ smo komentirali da su tocˇke iz Imα izracˇunljive.
Takoder, za proizvoljan S ⊆ N imamo da je S kompaktan u metricˇkom prostoru (N, d) ako
i samo ako je S konacˇan. Jedan smjer slijedi iz cˇinjenice da je u proizvoljnom metricˇkom
prostoru svaki konacˇan skup kompaktan. S druge strane, ako S nije konacˇan, buduc´i da za
proizvoljan x ∈ N i r ∈ 〈0, 1] vrijedi K(x, r) = {x} te je zato {x} otvoren, vidimo da je
{{x} | x ∈ S }
otvoren pokrivacˇ skupa S koji se ne mozˇe reducirati na konacˇan pokrivacˇ pa tada S nije
kompaktan.
Sada za proizvoljan neprazan kompaktan skup K imamo da je K = Λi za neki i ∈ N,
pri cˇemu su za i ∈ N skupovi Λi definirani kao u (2.3.5). Dakle, vidimo da su u (N, d, α)
svi neprazni kompaktni skupovi izracˇunljivi.
Neka je sada S ⊆ N proizvoljan skup koji nije rekurzivan, prema ([2]), primjerice
S = {x ∈ N | {x}(x) ↓} .
Definirajmo niz
xn =
0, n ∈ S1, n < S
Uocˇimo da x kao funkcija N→ N nije rekurzivan jer bi u suprotnom, zbog
S = {n ∈ N | xn = 0},
imali da je S rekurzivan. Tvrdimo da taj niz nije izracˇunljiv u (N, d, α). Pretpostavimo
suprotno. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N2 → N takva da je
d(xi, α f (i,k)) < 2−k,
za sve i, k ∈ N. No vidimo da za proizvoljne i, k ∈ N vrijedi d(xi, α f (i,k)) < 2−k ako i samo
ako je xi = α f (i,k), pa mora biti xi = α f (i,k), odnosno
x(i) = α( f (i, k)),
za sve i, k ∈ N. Ukoliko uzmemo k = 0 dobivamo x(i) = α( f (i, 0)), za sve i ∈ N, sˇto
je nemoguc´e jer je funkcija i 7→ α( f (i, 0)) rekurzivna, dok x nije. Dakle, (xn)n∈N nije
izracˇunljiv niz u (N, d, α). S druge strane xn je izracˇunljiva tocˇka za svaki n ∈ N, a skup
{xn | n ∈ N} je konacˇan i neprazan pa je prema prethodnim razmatranjima, izracˇunljiv u
(N, d, α).

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Prethodni primjer nam pokazuje da niz u izracˇunljivom metricˇkom prostoru ne mora
biti izracˇunljiv niz cˇak ni ako su mu svi cˇlanovi izracˇunljive tocˇke i slika izracˇunljiv skup.
S druge strane, ocˇito je da su cˇlanovi izracˇunljivog niza izracˇunljive tocˇke, a vec´ smo
komentirali da je tocˇka a izracˇunljiva ako i samo ako je konstantan niz xn = a, n ∈ N
izracˇunljiv.
Propozicija 2.3.4. Ako je tocˇka a ∈ X izracˇunljiva, tada je skup {a} izracˇunljiv.
Dokaz. Neka je a izracˇunljiva tocˇke te neka je f : N→ N rekurzivna funkcija takva da je
d(a, α f (k)) < 2−k,
za sve k ∈ N. Iz definicije relacije ≈ε je ocˇito da je tada
{a} ≈2−k {α f (k)},
za sve k ∈ N. Definirajmo funkciju g na sljedec´i nacˇin:
g(k) ' µi{η(i) = 0 ∧ σ(i, 0) = k}, k ∈ N
g je parcijalno rekurzivna zbog rekurzivnosti funkcija η, σ, a buduc´i da je (k) konacˇan niz
za svaki k ∈ N, vidimo da je g i totalna. Dakle g : N→ N je rekurzivna funkcija. Takoder,
uocˇimo da vrijedi da je
{αk} = Λg(k),
za sve k ∈ N, a onda i
{α f (k)} = Λg( f (k)),
za sve k ∈ N. Sada je g ◦ f : N→ N rekurzivna, te vrijedi
{a} ≈2−k Λg◦ f (k),
za sve k ∈ N. Dakle {a} je izracˇunljiv skup.

Vrijedi i obrat ove propozicije, no u sljedec´em poglavlju c´emo dokazati i nesˇto opc´enitiju
tvrdnju.
Primjer 2.3.5. Neka je (R, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor definiran kao u primjeru 2.1.1
za n = 1. Tvrdimo da je [0, 1] izracˇunljiv skup u (R, d, α). Da bismo to dokazali, dovoljno
je pronac´i rekurzivnu funkciju f : N→ N takvu da je
Λ f (k) =
{
0, 12k ,
2
2k . . . ,
2k−1
2k , 1
}
=
{
j
2k | j = 0, . . . , 2k
}
, (2.3.6)
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za svaki k ∈ N. Buduc´i da je za k ∈ N,
[0, 1] =
[
0, 12k
〉
∪
[
1
2k ,
2
2k
〉
∪ · · · ∪
[
2k−1
2k , 1
〉
∪ {1},
te za proizvoljan i ∈ {0, . . . , 2k − 1} i svaki x ∈
[
i
2k
,
i + 1
2k
〉
imamo d
(
x,
i
2k
)
< 2−k, pa
[0, 1] ≺2−k Λ f (k).
No takoder
Λ f (k) ≺2−k [0, 1]
jer je Λ f (k) ⊆ [0, 1]. Stoga, ukoliko pronademo takvu funkciju f vrijedit c´e
[0, 1] ≈2−k Λ f (k),
za sve k ∈ N. Imamo da je
α(i) = (−1)(i)0 (i)1
(i)2 + 1
, i ∈ N
te mozˇemo uzeti σ(i, j) = (i) j, η(i) = lh(i) .− 1, ∀i, j ∈ N. Sada definiramo funkciju
f : N→ N sa
f (k) = pp1 p
2k
2 +1
0 p
p21 p
2k
2 +1
1 p
p31 p
2k
2 +1
2 · · · p
p2
k
1 p
2k
2 +1
2k−1 p
p2
k+1
1 p
2k
2 +1
2k =
2k∏
j=0
p
p j+11 p
2k
2 +1
j , k ∈ N
Imamo da je
Λi =
{
(−1)((i) j)0 ((i) j)1((i) j)2+1 | j = 0, . . . , lh(i)
.− 1
}
,
pa za k ∈ N i j ∈ {0, . . . , 2k} vrijedi da je
( f (k)) j = p
j+1
1 p
2k
2 ,
stoga je ocˇito
(
( f (k)) j
)
0
= 0,
(
( f (k)) j
)
1
= j te
(
( f (k)) j
)
2
= 2k−1, a onda (( f (k)) j)2 +1 = 2k.
Kako je lh( f (k)) = 2k + 1 vidimo da zaista vrijedi jednakost (2.3.6). Rekurzivnost funkcije
f slijedi iz cˇinjenice da su funkcije (k, j) 7→ pp
j+1
1 p
2k
2 +1
j , k 7→ 2k rekurzivne.

Primjer nam pokazuje da sˇto se kardinalnosti ticˇe, izracˇunljivi skupovi mogu biti ”vrlo
veliki”. Stoga proizvoljna tocˇka izracˇunljivog skupa ne mora biti izracˇunljiva.
No, ako je prostor potpun (kao sˇto je to (R, d) iz prethodnog primjera), onda u svakom
izracˇunljivom skupu postoji gust izracˇunljiv niz, sˇto c´emo i dokazati u sljedec´em poglavlju.
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2.4 Izracˇunljivo prebrojivi skupovi
Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor.
Ako je a ∈ Imα i r ∈ Q, r > 0, tada za K(a, r) kazˇemo da je racionalna kugla u (X, d, α).
Kao sˇto smo u prethodnom poglavlju ”enumerirali” konacˇne podskupove od Imα, sada
zˇelimo slicˇno napraviti i za racionalne kugle. Preciznije, neka je q : N → Q neka rekur-
zivna funkcija takva da je Imq = 〈0,+∞〉 ∩ Q, npr. mozˇemo uzeti
q(i) =
(i)0 + 1
(i)1 + 1
, i ∈ N.
Neka su τ1, τ2 : N → N rekurzivne funkcije sa svojstvom {(τ1(i), τ2(i)) | i ∈ N} = N2, npr.
uzmimo τ1(i) = (i)0, τ2(i) = (i)1, i ∈ N. Sada za i ∈ N definiramo
Ii = K(ατ1(i), qτ2(i)) (2.4.7)
Zbog svojstava funkcija q, τ1, τ2, ocˇito je da je {Ii | i ∈ N} upravo skup svih racionalnih
kugli u (X, d, α).
Za S ⊆ X zatvoren u (X, d) kazˇemo da je izracˇunljivo prebrojiv skup u (X, d, α) ako
je skup
{i ∈ N | Ii ∩ S , ∅}
rekurzivno prebrojiv.
Ponovno, htjeli bismo dokazati da ova definicija ne ovisi o funkcijama q, τ1, τ2, nego
samo o trojci (X, d, α).
Stoga, pretpostavimo da su q′, τ′1, τ
′
2 neke druge funkcije sa spomenutim svojstvima te neka
su za i ∈ N skupovi I′i definirani kao u (2.4.7). Neka je S ⊆ X takav da je
A = {i ∈ N | Ii ∩ S , ∅}
rekurzivno prebrojiv. Htjeli bismo dokazati da je tada i skup
A′ =
{
i ∈ N | I′i ∩ S , ∅
}
takoder rekurzivno prebrojiv. Uzmimo proizvoljan i ∈ A′. Uocˇimo da je tada (τ′1(i), τ′2(i)) ∈
N2, pa postoji j ∈ N2 takav da je (τ1( j), τ2( j)) = (τ′1(i), τ′2(i)). No, za taj j ocˇito vrijedi
I′i = I j, pa kako je I
′
i ∩ S , ∅, mora biti j ∈ A. Takoder, vrijedi i obrnuta implikacija,
odnosno, ako je j ∈ A i (τ1( j), τ2( j)) = (τ′1(i), τ′2(i)), tada je i ∈ A′. Dakle, vrijedi:
i ∈ A′ ⇔ (∃ j ∈ A) (τ1( j), τ2( j)) = (τ′1(i), τ′2(i))
Oznacˇimo
T =
{
(i, j) ∈ N2 | τ1( j) = τ′1(i), τ2( j) = τ′2(i)
}
∩
{
(i, j) ∈ N2 | j ∈ A
}
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T je rekurzivno prebrojiv u N2 jer je presjek dva rekurzivno prebrojiva skupa. Naime, skup{
(i, j) ∈ N2 | τ1( j) = τ′1(i), τ2( j) = τ′2(i)
}
je rekurzivan, pa je onda prema propoziciji 1.3.1 i rekurzivno prebrojiv. Skup{
(i, j) ∈ N2 | j ∈ A
}
je zapravo praslika skupa A pri projekciji na drugu koordinatu, pa je prema propoziciji 1.3.4
rekurzivno prebrojiv. Sada iz propozicije 1.3.5 slijedi da je skup T rekurzivno prebrojiv i
uocˇimo da je
i ∈ A′ ⇔ (∃ j ∈ N) (i, j) ∈ T
Iz teorema 1.3.3 slijedi da je A′ rekurzivno prebrojiv. Takoder, ako je A′ rekurzivno pre-
brojiv, sasvim analogno vidimo da je tada i A rekurzivno prebrojiv.
Radi jednostavnosti zapisa, uvodimo funkcije λ i %:
λi = ατ1(i),
%i = qτ2(i),
za svaki i ∈ N. Dakle
Ii = K(λi, %i),
za svaki i ∈ N te je
{Ii | i ∈ N}
efektivna enumeracija racionalnih kugli u (X, d, α). Takoder, uvodimo oznaku Iˆi za zatvo-
renu racionalnu kuglu K(λi, %i).
Propozicija 2.4.1. Neka je K , ∅ kompaktan u (X, d). Ako je K izracˇunljiv u (X, d, α), tada
je K izracˇunljivo prebrojiv u (X, d, α).
Dokaz. Neka je K izracˇunljiv skup u (X, d, α) i neka je f : N → N rekurzivna funkcija
takva da je
K ≈2−k Λ f (k),
za sve k ∈ N. Neka je i ∈ N takav da je Ii ∩ K , ∅. Tada postoji x ∈ K takav da je
d(x, λi) < %i.
Kako je
%i − d(x, λi) > 0,
postoji k ∈ N takav da je
%i − d(x, λi) > 2 · 2−k.
44 POGLAVLJE 2. IZRACˇUNLJIV METRICˇKI PROSTOR
Sada za taj k, zbog
K ≺2−k Λ f (k),
postoji
j ∈ {σ ( f (k), 0) , . . . , σ ( f (k), η( f (k)))}
takav da je d(α j, x) < 2−k. Takoder, imamo
d(α j, λi) ≤ d(α j, x) + d(x, λi)
pa slijedi da je
%i − d(α j, λi) ≥ %i − d(x, λi)︸        ︷︷        ︸
>2·2−k
− d(x, α j)︸  ︷︷  ︸
<2−k
> 2−k
Za k ∈ N oznacˇimo
Lk = {σ ( f (k), 0) , . . . , σ ( f (k), η( f (k)))} .
Za sada imamo implikaciju
Ii ∩ K , ∅ ⇒ (∃k ∈ N) (∃ j ∈ Lk) %i − d(α j, λi) > 2−k
No vrijedi i obrat, ako je
%i − d(α j, λi) > 2−k,
za neke k ∈ N, j ∈ Lk, tada zbog α j ∈ Λ f (k) i Λ f (k) ≺2−k K, postoji x ∈ K takav da je
d(x, α j) < 2−k. Iz ovoga i
d(x, λi) ≤ d(x, α j) + d(α j, λi),
dobivamo
%i − d(x, λi) ≥ %i − d(α j, λi)︸         ︷︷         ︸
>2−k
− d(x, α j)︸  ︷︷  ︸
<2−k
> 0
Odnosno vrijedi
d(x, λi) < %i,
pa je x ∈ Ii, tj. Ii ∩ K , ∅. Oznacˇimo li sa
S K = {i ∈ N | Ii ∩ K , ∅},
vidimo da je
i ∈ S K ⇔ (∃k ∈ N) (∃ j ∈ Lk) %i − d(α j, λi) > 2−k (2.4.8)
Skup
T1 =
{
(i, k, j) ∈ N3 | %i − d(α j, λi) − 2−k > 0
}
je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 1.3.7 jer je funkcija
(i, k, j) 7→ %i − d(α j, λi) − 2−k
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rekurzivna N3 → R. Karakteristicˇna funkcija skupa
T2 =
{
(i, k, j) ∈ N3 | j ∈ Lk
}
je
χT2(i, k, j) = sg
η( f (k))∏
l=0
| j − σ( f (k), l)|
 ,
sˇto je rekurzivna funkcija N3 → N, pa je T2 rekurzivan, a onda i rekurzivno prebrojiv. Sada
je prema propoziciji 1.3.5 skup T1∩T2 ⊆ N3 rekurzivno prebrojiv, te iz (2.4.8) lako vidimo
da je
i ∈ S K ⇔
(
∃(k, j) ∈ N2
)
(i, k, j) ∈ T1 ∩ T2
Sada iz teorema 1.3.3 slijedi da je S K rekurzivno prebrojiv, a onda je K izracˇunljivo pre-
brojiv u (X, d, α).

Obrat prethodne propozicije ne vrijedi. Mozˇemo zamisˇljati da je skup izracˇunljivo pre-
brojiv ako mozˇemo ”rekurzivno izlistati” sve racionalne kugle koje ga sijeku, a izracˇunljiv
ako postoji rekurzivna funkcija koja za svaki k ∈ N odreduje konacˇno mnogo racionalnih
tocˇaka koje aproksimiraju skup s tocˇnosˇc´u 2−k. Sljedec´i primjer pokazuje da je prvi uvjet
zaista nesˇto slabiji od drugog.
Primjer 2.4.2. Neka je (R, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor iz primjera 2.1.1. U [1] je
pokazano da postoji rekurzivna funkcija a : N → Q sa svojstvom da je a0 = 0, ak ≤
ak+1,∀k ∈ N te niz a konvergira k broju x ∈ 〈0, 1〉 koji nije izracˇunljiv u (R, d, α). Pokazat
c´emo da je tada skup [0, x] izracˇunljivo prebrojiv, ali nije izracˇunljiv u (R, d, α).
Neka je r : N→ Q proizvoljna rekurzivna funkcija sa svojstvom da je Imr = Q∩ [0, 1],
(npr. r(i) = β(i, 0), i ∈ N, za β iz primjera 2.1.2). Definiramo funkciju f : N2 → Q na
sljedec´i nacˇin
f ( j, k) = ak + r j(ak+1 − ak), j, k ∈ N
Uocˇimo da je za j, k ∈ N, f ( j, k) ∈ [0, x]. Tvrdimo da je Im f gust skup u [0, x]. Neka su
y ∈ [0, x〉 i ε > 0 proizvoljni. Kako je x − y > 0, tada postoji k ∈ N takav da je
x − ak = d(x, ak) < x − y,
odnosno y < ak. Neka je k0 ∈ N najmanji prirodan broj s tim svojstvom. Uocˇimo da je tada
k0 > 0. Sada imamo da je
ak0−1 ≤ y < ak0 .
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Kako je tada
y − ak0−1
ak0 − ak0−1
∈ [0, 1], postoji j0 ∈ N takav da je
∣∣∣∣∣∣ y − ak0−1ak0 − ak0−1 − r j0
∣∣∣∣∣∣ < εak0 − ak0−1 ,
odnosno
d(y, f ( j0, k0 − 1)) = |y − f ( j0, k0 − 1)| < ε.
Takoder, za y = x i proizvoljan ε > 0 mozˇemo odabrati j0, k0 ∈ N takve da r j0 =
0, d(x, ak0) < ε pa imamo d(x, f ( j0, k0)) < ε.
Dakle, za svaki y ∈ [0, x] i ε > 0 postoji z ∈ Im f takav da je d(y, z) < ε, pa je Im f gust
u [0, x]. Uocˇimo da je sada
S = {i ∈ N | Ii ∩ [0, x] , ∅} = {i ∈ N | Ii ∩ Im f , ∅}
=
{
i ∈ N |
(
∃( j, k) ∈ N2
)
|λi − f ( j, k)| < %i
}
Buduc´i da je funkcija
g(i, j, k) = %i − |λi − f ( j, k)| , i, j, k ∈ N
rekurzivna N3 → R, skup
T = {(i, j, k) ∈ N3 | g(i, j, k) > 0}
je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 1.3.7. Sada imamo da je
i ∈ S ⇔
(
∃( j, k) ∈ N2
)
(i, j, k) ∈ T,
pa je S rekurzivno prebrojiv prema teoremu 1.3.3. Iz ovoga slijedi da je [0, x] izracˇunljivo
prebrojiv skup u (R, d, α).
S druge strane, neka je j ∈ N takav da je α j < x2. Tada je
dH({α j}, [0, x]) = x − α j.
Kako izracˇunljivi brojevi u (R, d, α) cˇine polje, a broj α j je izracˇunljiv, vidimo da x−α j nije
izracˇunljiv. Takoder, buduc´i da je α j izracˇunljiva tocˇka, prema propoziciji 2.3.4, skup {α j}
je izracˇunljiv. Kada bi skup [0, x] bio izracˇunljiv, tada bi prema korolaru 2.3.2 imali da su
{α j} i [0, x] izracˇunljive tocˇke u (H , dH,Λ), a onda bi prema korolaru 2.1.5 dH({α j}, [0, x])
bio izracˇunljiv broj. Stoga, [0, x] ne mozˇe biti izracˇunljiv skup.

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No u nekim slucˇajevima obrat propozicije 2.4.1 ipak vrijedi. Primjerice za jednocˇlane
skupove imamo sljedec´i rezultat:
Propozicija 2.4.3. Neka je a ∈ X. Ako je {a} izracˇunljivo prebrojiv skup, tada je a
izracˇunljiva tocˇka.
Dokaz. Neka je {a} izracˇunljivo prebrojiv skup. Po definiciji to znacˇi da je skup
S = {i ∈ N | Ii ∩ {a}} = {i ∈ N | a ∈ Ii}
rekurzivno prebrojiv. Takoder, skup
T = {(k, i) ∈ N2 | %i < 2−k}
je prema propoziciji 1.3.7 rekurzivno prebrojiv jer je funkcija (k, i) 7→ 2−k − %i rekurzivna
N2 → R. Neka je p2 : N2 → N projekcija na drugu koordinatu. Sada imamo da je i skup
S 1 = p−12 (S ) ∩ T =
{
(k, i) ∈ N2 | a ∈ Ii, %i < 2−k
}
rekurzivno prebrojiv. Takoder, zbog gustoc´e niza α u (X, d), za svaki k ∈ N postoji i ∈ N
takav da je (k, i) ∈ S 1. Sada, prema teoremu 1.3.6, postoji rekurzivna funkcija g : N → N
takva da je (k, g(k)) ∈ S 1, za sve k ∈ N. Znacˇi, imamo da je
a ∈ Ig(k) = K(λg(k), %g(k)),
%g(k) < 2−k,
za sve k ∈ N. Ako definiramo f = τ1 ◦ g, imamo da je f rekurzivna i vrijedi
d(a, α f (k)) < 2−k,
za sve k ∈ N. Dakle, a je izracˇunljiva tocˇka.

Iz upravo dokazane i propozicija 2.3.4 i 2.4.1 dobivamo:
Korolar 2.4.4. a je izracˇunljiva tocˇka ako i samo ako je {a} izracˇunljivo prebrojiv skup.
U primjeru 2.4.2 smo vidjeli da izracˇunljivo prebrojiv skup ne mora biti izracˇunljiv cˇak
ni ako je kompaktan. Dakle, ne moramo ga moc´i ”rekurzivno” aproksimirati konacˇnim
skupovima racionalnih tocˇaka. No ipak mozˇemo postic´i malo drugacˇiju aproksimaciju, i
to gustim rekurzivnim nizom. O tome govore sljedec´e dvije propozicije. No prije toga
trebamo dvije leme:
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Lema 2.4.5. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i neka su (xi), (y j) izracˇunljivi
nizovi u (X, d, α), a (ri), (s j) izracˇunljivi nizovi u 〈0,+∞〉 (odnosno, r i s su pozitivne
rekurzivne funkcije N→ R). Neka je
A =
{
(i, j) ∈ N2 | d(xi, y j) + s j < ri
}
.
Tada:
(i) A je rekurzivno prebrojiv;
(ii) ako je ( j, i) ∈ A, tada je K(y j, s j) ⊆ K(xi, ri);
(iii) za a ∈ X, i ∈ N takve da je a ∈ K(xi, ri), postoji ε > 0 takav da ako je a ∈ K(y j, s j) i
s j < ε, tada (i, j) ∈ A.
Dokaz.
(i) Iz propozicija 2.1.4 i 1.2.4 slijedi da je funkcija (i, j) 7→ ri − d(xi, y j) − s j rekurzivna
N2 → R, pa je prema propoziciji 1.3.7 A rekurzivno prebrojiv.
(ii) Neka je a ∈ K(y j, s j). Tada imamo
d(a, xi) ≤ d(a, y j)︸  ︷︷  ︸
≤s j
+ d(xi, y j)︸  ︷︷  ︸
<ri−s j
< ri,
dakle a ∈ K(xi, ri).
(iii) Neka su a ∈ X, i ∈ N takvi da je a ∈ K(xi, ri). Tada postoji ε > 0 takav da je
d(xi, a) + 2ε < ri.
Neka je j ∈ N takav da je a ∈ K(y j, s j) i s j < ε. Imamo
d(xi, y j) + s j < d(y j, a)︸  ︷︷  ︸
<s j<ε
+d(a, xi) + ε < d(a, xi) + 2ε < ri,
pa je (i, j) ∈ A.

Lema 2.4.6. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Neka je (xn) niz u X i pretpos-
tavimo da postoje rekurzivne funkcije F : N2 → N, G : N2 → R takve da
d(xn, αF(k,n)) < G(k, n),
za sve k, n ∈ N i
lim
k→∞
G(k, n) = 0,
za svaki n ∈ N. Tada je (xn) izracˇunljiv niz u (X, d, α).
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Dokaz. Definiramo skup
T =
{
(n,m, k) ∈ N3 | G(k, n) < 2−m
}
.
Prema propoziciji 1.3.7, T je rekurzivno prebrojiv i zbog svojstva funkcije G, ocˇito za sve
n,m ∈ N postoji k ∈ N takav da je (n,m, k) ∈ T . Sada prema teoremu 1.3.6, postoji
rekurzivna funkcija h : N2 → N takva da je (n,m, h(n,m)) ∈ T , za sve n,m ∈ N. Sada
imamo da je
d(xn, αF(h(n,m),n)) < G(h(n,m), n) < 2−m,
za sve n,m ∈ N. Funkcija f : N2 → N definirana s
f (n,m) = F(h(n,m), n), n,m ∈ N
je rekurzivna, pa je niz (xn) doista izracˇunljiv u (X, d, α).

Propozicija 2.4.7. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor takav da je (X, d) pot-
pun metricˇki prostor. Ako je S ⊆ X neprazan izracˇunljivo prebrojiv skup, tada postoji
izracˇunljiv niz u (X, d, α) koji je gust u S .
Dokaz. Neka je A skup iz prethodne leme pridruzˇen nizovima (%i), (% j), (λi), (λ j), tj.
A =
{
(i, j) ∈ N2 | d(λi, λ j) + % j < %i
}
.
Definiramo josˇ i skupove
C =
{
(i, j) ∈ N2 | % j < 12%i
}
,
B = {i ∈ N | S ∩ Ii , ∅} .
Skup A je rekurzivno prebrojiv prema prethodnoj lemi, a skup C je rekurzivno prebrojiv
prema propoziciji 1.3.7. Dakle, prema propoziciji 1.3.5 i skup D = A ∩ C je rekurzivno
prebrojiv. Nadalje, neka je i ∈ B proizvoljan i neka je x ∈ Ii ∩ S . Prema lemi 2.4.5 (iii),
postoji ε > 0 takav da ako je x ∈ I j i % j < ε, tada (i, j) ∈ A. Neka je r ∈ Q takav da je
r < min
{
ε, 12%i
}
.
Zbog gustoc´e niza α u X, tada postoji l ∈ N takav da je
d(x, αl) < r.
Neka je sada j ∈ N takav da je (λ j, % j) = (αl, r). Tada imamo da je j ∈ B te je prema lemi
2.4.5 i definiciji skupa C, (i, j) ∈ D.
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Dakle, B i D su rekurzivno prebrojivi skupovi i za svaki i ∈ B postoji j ∈ B takav da
je (i, j) ∈ D. Sada prema teoremu 1.3.6 postoji parcijalno rekurzivna funkcija ϕ : B → N
takva da je ϕ(B) ⊆ B i (i, ϕ(i)) ∈ D, za svaki i ∈ N. Uocˇimo da je funkcija B × N→ N,
(i, k) 7→ ϕ(k)(i),
pri cˇemu je ϕ(0)(i) = i, ϕ(k+1)(i) = ϕ
(
ϕ(k)(i)
)
, za i ∈ N, parcijalno rekurzivna. Nadalje, neka
je f : N→ N rekurzivna funkcija takva da je f (N) = B. Sada za n ∈ N definiramo
S n =
⋂
k∈N
Iϕ(k)( f (n)).
Kako je za svaki n ∈ N i svaki k ∈ N,(
ϕ(k)( f (n)), ϕ(k+1)( f (n))
)
∈ D,
prema lemi 2.4.5 (ii) imamo da je
Iˆϕ(k)( f (n)) ⊆ Iϕ(k+1)( f (n)), (2.4.9)
za sve k, n ∈ N. Nadalje, indukcijom lako dobivamo da je
%ϕ(k)( f (n)) <
1
2k % f (n),
za sve k, n ∈ N. Dakle, za fiksan n ∈ N imamo da je
lim
k→∞
%ϕ(k)( f (n)) = 0. (2.4.10)
Iz svega ovoga slijedi da je za svaki n ∈ N niz (S ∩ Iˆϕ(k)( f (n)))k∈N opadajuc´i niz nepraznih
zatvorenih skupova cˇiji dijametri tezˇe u 0. Kako je (X, d) potpun, prema Cantorovom
teoremu je ⋂
k∈N
(S ∩ Iˆϕ(k)( f (n))) = {xn},
za neki xn ∈ S . Nadalje, uocˇimo da je zbog (2.4.9),
S n =
⋂
k∈N
Iˆϕ(k)( f (n)),
za svaki n ∈ N. Dakle, imamo xn ∈ S n, za svaki n ∈ N. Tvrdimo da je (xn) trazˇeni niz.
Dokazˇimo prvo da je (xn) izracˇunljiv u (X, d, α). Iz definicije skupova S n imamo da je
d(xn, λϕ(k)( f (n))) < %ϕ(k)( f (n)),
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za sve k, n ∈ N. Sada iz leme 2.4.6 slijedi da je (xn) izracˇunljiv niz.
Preostaje josˇ dokazati da je skup {xn | n ∈ N} gust u S . Neka je x ∈ S i ε > 0. Oda-
berimo i ∈ N takav da je %i < ε3 i x ∈ Ii. Tada je ocˇito i ∈ B. Nadalje, uocˇimo da za
proizvoljan k ∈ N, k ≥ 2 zbrajanjem nejednakosti
d(λi, λϕ(i)) + %ϕ(i) < %i
d(λϕ(i), λϕ(2)(i)) + %ϕ(2)(i) < %ϕ(i)
...
d(λϕ(k−1)(i), λϕ(k)(i)) + %ϕ(k)(i) < %ϕ(k−1)(i)
i korisˇtenjem nejednakosti trokuta dobivamo da je
d(λi, λϕ(k)(i)) < %i − %ϕ(k)(i) < %i,
za svaki k ∈ N. Neka je sada n ∈ N takav da je i = f (n) i k ∈ N takav da je
%ϕ(k)( f (n)) <
ε
3
(takav k postoji zbog (2.4.10)). Sada imamo
d(xn, x) ≤ d(xn, λϕ(k)( f (n)))︸           ︷︷           ︸
<%
ϕ(k)( f (n))<
ε
3
+ d(λϕ(k)( f (n)), λ f (n))︸              ︷︷              ︸
<% f (n)<
ε
3
+ d(λ f (n), x)︸     ︷︷     ︸
<% f (n)<
ε
3
< ε.
Dakle, za svaki x ∈ S i svaki ε > 0 postoji n ∈ N takav da je d(x, xn) < ε, pa je niz (xn)
doista gust u S .

Propozicija 2.4.8. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor, S ⊆ X potpun i izracˇunljivo
prebrojiv skup. Tada postoji izracˇunljiv niz u (X, d, α) koji je gust u S .
Dokaz. Neka je (X′, d′) upotpunjenje od (X, d). Tada je (X′, d′) potpun metricˇki prostor,
(X, d) je potprostor od (X′, d′) te je X gust skup u (X′, d′). Nadalje, imamo da je Imα gust
skup u X′. Naime, za x′ ∈ X′ i proizvoljan ε > 0, postoji x ∈ X takav da je
d′(x′, x) <
ε
2
.
Kako je Imα gust u X, postoji i ∈ N takav da je
d′(x, αi) = d(x, αi) <
ε
2
.
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Sada je
d′(x′, αi) ≤ d′(x′, x) + d′(x, αi) < ε.
Kako je d′(αi, α j) = d(αi, α j), za sve i, j ∈ N, imamo da je (X′, d′, α) izracˇunljiv metricˇki
prostor.
Za zˇeljenu tvrdnju sada je dovoljno dokazati da je S izracˇunljivo prebrojiv u (X′, d′, α).
Za i ∈ N uvodimo oznaku
I′i = K(X′,d′)(λi, %i).
Dakle, vrijedi
Ii = I′i ∩ X.
Sada imamo
I′i ∩ S , ∅
S⊆X⇔ (I′i ∩ X) ∩ S , ∅ ⇔ Ii ∩ S , ∅
Dakle, vrijedi
{i ∈ N | Ii ∩ S , ∅} = {i ∈ N | I′i ∩ S , ∅} . (2.4.11)
Korisˇtenjem nizovne karakterizacije zatvorenosti, lako se vidi da ako je skup potpun u
metricˇkom prostoru, tada je on zatvoren u njegovom upotpunjenju. Dakle, S je zatvoren u
(X′, d′), pa iz (2.4.11) slijedi da je S izracˇunljivo prebrojiv skup u (X′, d′, α).
Nadalje, kako je S potpun u (X, d), S je ocˇito potpun i u (X′, d′), a onda je i zatvoren
u (X′, d′). Sada prema propoziciji 2.4.7 imamo da postoji izracˇunljiv niz (xi) u (X′, d′, α)
takav da je {xi | i ∈ N} gust skup u S . Dakle, postoji rekurzivna funkcija F : N2 → N takva
da je
d(xi, αF(i,k))
xi, αF(i,k)∈X
= d′(xi, αF(i,k)) < 2−k
za sve i, k ∈ N. Stoga je (xi) izracˇunljiv niz u (X, d, α).

2.5 Poluizracˇunljivi skupovi
Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor.
Konacˇnu unija racionalnih otvorenih kugli zovemo racionalan otvoren skup. Za j ∈ N
definiramo
J j =
⋃
i∈[ j]
Ii.
Uocˇimo da je tada {
J j | j ∈ N
}
skup svih racionalnih otvorenih skupova.
Za S ⊆ X kazˇemo da je poluizracˇunljiv ako vrijedi:
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(i) S ∩ K je kompaktan skup, za svaku zatvorenu kuglu K u (X, d);
(ii) skup
{
(i, j) ∈ N2 | Iˆi ∩ S ⊆ J j
}
je rekurzivno prebrojiv.
Slicˇno kao za izracˇunljive i izracˇunljivo prebrojive skupove, htjeli bismo pokazati da
definicija poluizracˇunljivog skupa ne ovisi o odabiru efektivne enumeracije racionalnih
otvorenih skupova, vec´ samo o trojci (X, d, α). Preciznije, pretpostavimo da je Φ : N →
P(N) proizvoljna r.r.o. funkcija takva da je
{Φ( j) | j ∈ N}
skup svih nepraznih konacˇnih podskupova od N. Nadalje, neka su τ1, τ2 : N → N i
q : N→ Q rekruzivne funkcije takve da je
{(τ1(i), τ2(i)) | i ∈ N} = N2,
Im q = 〈0,+∞〉 ∩ Q.
Za i, j ∈ N neka je
I′i = K(ατ1(i), qτ2(i)),
J′j =
⋃
i∈Φ( j)
I′i .
Neka je S ⊆ X. Tvrdimo da je skup
T =
{
(i, j) ∈ N2 | Iˆi ∩ S ⊆ J j
}
rekurzivno prebrojiv ako i samo ako je skup
T ′ =
{
(i, j) ∈ N2 | Iˆ′i ∩ S ⊆ J′j
}
rekurzivno prebrojiv.
Pretpostavimo prvo da je T rekurzivno prebrojiv. Primjenom teorema 1.3.6 na skup
A =
{
(i, k) ∈ N2 | ατ1(i) = λk, qτ2(i) = %k
}
,
zakljucˇujemo da postoji rekurzivna funkcija f1 : N → N takva da je (i, f1(i)) ∈ A, za svaki
i ∈ N, a onda je i I′i = I f1(i), za svaki i ∈ N. Sada je
J′j =
⋃
i∈Φ( j)
I f1(i) =
⋃
i∈ f1(Φ)( j)
Ii.
Prema propoziciji 1.4.12, postoji rekurzivna funkcija f2 : N→ N takva da je
f1(Φ)( j) = [ f2( j)],
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za svaki j ∈ N. Ocˇito je J′j = J f2( j), za svaki j ∈ N i uocˇimo da je
T ′ =
{
(i, j) ∈ N2 | Iˆ f1(i) ∩ S ⊆ J f2( j)
}
.
Dakle,
(i, j) ∈ T ′ ⇔ ( f1(i), f2( j)) ∈ T,
pa je T ′ = f −1(T ), za f : N2 → N2,
f (i, j) = ( f1(i), f2( j)), i, j ∈ N.
Buduc´i da je f rekurzivna funkcija, T ′ je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 1.3.4.
Obrat se dokazuje slicˇno.
Za kompaktne skupove imamo sljedec´u karakterizaciju poluizracˇunljivosti:
Propozicija 2.5.1. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i S kompaktan skup u
(X, d). Tada je S poluizracˇunljiv ako i samo ako je skup{
j ∈ N | S ⊆ J j
}
rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Oznacˇimo
T1 =
{
(i, j) ∈ N2 | Iˆi ∩ S ⊆ J j
}
,
T2 =
{
j ∈ N | S ⊆ J j
}
.
Kako je skup S kompaktan, on je i zatvoren, pa je za svaku zatvorenu kuglu K u (X, d)
S ∩ K zatvoren podskup od S , pa je kompaktan. Dakle, za kompaktan skup uvijek vrijedi
(i) iz gornje definicije, pa zapravo dokazujemo:
T1 rekurzivno prebrojiv ⇔ T2 rekurzivno prebrojiv
Pretpostavimo prvo da je T1 rekurzivno prebrojiv. Kako je S kompaktan, on je i
ogranicˇen, pa imamo da je
S ⊆ Iˆi0 ,
za neki i0 ∈ N. Sada vidimo da je
j ∈ T2 ⇔ S = Iˆi0 ∩ S ⊆ J j
⇔ (i0, j) ∈ T1
⇔ j ∈ p−1i0 (T1),
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gdje je pi0 : N→ N2,
pi0( j) = (i0, j), j ∈ N.
Buduc´i da je
T2 = p−1i0 (T1)
i pi0 je ocˇito rekurzivna, prema propoziciji 1.3.4, skup T2 je rekurzivno prebrojiv.
Obratno, pretpostavimo da je T2 rekurzivno prebrojiv i da je (i, j) ∈ T1. Tada je
S ∩ Iˆi ⊆ J j,
a onda je
(S \ J j) ∩ Iˆi = ∅. (2.5.12)
Oznacˇimo
K = S \ J j.
Kako je S zatvoren i J j otvoren, imamo da je K zatvoren podskup kompakta S , dakle
kompaktan je. Zbog (2.5.12), za svaki x ∈ K vrijedi
d(x, λi) > %i.
Buduc´i da je funkcija
x 7→ d(x, λi)
neprekidna X → R, a K je kompaktan, ta funkcija postizˇe minimum na K. Dakle, postoji
x0 ∈ K takav da je
d(x, λi) ≥ d(x0, λi),
za svaki x ∈ K. Kako je
d(x0, λi) > %i,
postoji ε > 0 takav da je
d(x0, λi) > %i + ε,
a onda je
d(x, λi) > %i + ε, (2.5.13)
za svaki x ∈ K. Neka je sada r ∈ Q takav da je r ≤ ε2 . Buduc´i da je
{K(αk, r) | k ∈ N}
otvoren pokrivacˇ od X, ta familija je i otvoren pokrivacˇ od K, dakle postoje i1, . . . , in ∈ N
takvi da je
K ⊆ K(αi1 , r) ∪ · · · ∪ K(αin , r).
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Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da je
K(αik , r) ∩ K , ∅, k = 1, . . . , n.
Sada za k ∈ {1, . . . , n} imamo da postoji x ∈ K ∩ K(αik , r), pa je
d(αik , λi) ≥ d(λi, x)︸  ︷︷  ︸
>%i+ε
− d(x, αik)︸   ︷︷   ︸
<r≤ ε2
> %i +
ε
2
≥ %i + r
Neka su j1, . . . , jn ∈ N takvi da je
(λ jk , % jk) = (αik , r), k = 1, . . . , n
te neka je l ∈ N takav da je
[l] = { j1, . . . , jk}.
Sada je
K(αik , r) = K(λ jk , % jk), k = 1, . . . , n,
K(αi1 , r) ∪ · · · ∪ K(αin , r) = Jl
i vidimo da je
S ⊆ J j ∪ Jl.
Dakle dokazali smo sljedec´u implikaciju:
(i, j) ∈ T1 ⇒ postoji l ∈ N takav da je S ⊆ J j ∪ Jl i d(λi, λk) > %i + %k, za svaki k ∈ [l]
Obratno, pretpostavimo da za (i, j) ∈ N postoji l ∈ N sa gornjim svojstvima. Tada za
k ∈ [l] imamo
Ik ∩ Iˆi = ∅.
Naime, suprotnom bi imali da postoji x ∈ Ik ∩ Iˆi, pa je
%i + %k < d(λi, λk) ≤ d(λi, x) + d(x, λk) < %i + %k,
sˇto je naravno nemoguc´e. Dakle, vrijedi
Jl ∩ Iˆi = ∅,
pa je
S ∩ Iˆi ⊆ (J j ∩ Iˆi) ∪ (Jl ∩ Iˆi)︸  ︷︷  ︸
=∅
⊆ J j,
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dakle (i, j) ∈ T1. Sada imamo:
(i, j) ∈ T1 ⇔ postoji l ∈ N takav da je S ⊆ J j ∪ Jl i d(λi, λk) > %i + %k, za svaki k ∈ [l]
⇔ (∃l ∈ N) (i, j, l) ∈ T,
gdje je
T =
{
(i, j, l) ∈ N3 | S ⊆ J j ∪ Jl
}
∩
{
(i, j, l) ∈ N3 | (∀k ∈ [l]) d(λi, λk) > %i + %k
}
.
Definiramo
A =
{
( j, l) ∈ N2 | S ⊆ J j ∪ Jl
}
,
B =
{
(i, k) ∈ N2 | d(λi, λk) > %i + %k
}
,
C =
{
(i, l) ∈ N2 | (∀k ∈ [l]) (i, k) ∈ B
}
.
Definiramo funkciju Φ : N2 → P(N),
Φ( j, l) = [ j] ∪ [l], j, l ∈ N.
Φ je r.r.o. funkcija prema napomeni 1.4.11 i propoziciji 1.4.1, pa prema propoziciji 1.4.12,
postoji rekurzivna funkcija takva da je
[ j] ∪ [l] = [ f ( j, l)],
za sve j, l ∈ N. Sada vidimo da je
J j ∪ Jl = J f ( j,l),
za sve j, l ∈ N. Dakle, vrijedi da je
( j, l) ∈ A ⇔ f ( j, l) ∈ T2,
odnosno
A = f −1(T2),
pa je prema propoziciji 1.3.4, A rekurzivno prebrojiv. Nadalje, prema propoziciji 1.3.7 i B
je rekurzivno prebrojiv. Sada definiramo Ψ : N2 → P(N2),
Ψ(i, l) = {i} × [l], i, l ∈ N.
Prema propoziciji 1.4.2, Ψ je r.r.o. funkcija i vidimo da je
C = {(i, l) ∈ N | Ψ(i, l) ⊆ B} .
58 POGLAVLJE 2. IZRACˇUNLJIV METRICˇKI PROSTOR
Sada je C rekurzivno prebrojiv prema teoremu 1.4.9. Sada je
T = p−11 (A) ∩ p−12 (C),
gdje su p1, p2 : N3 → N, p1 je projekcija na druge dvije koordinate a p2 je projekcija
na prvu i trec´u koordinatu. To su ocˇito rekurzivne funkcije, pa je T rekurzivno prebrojiv
prema propozicijama 1.3.4 i 1.3.5. Kako je,
(i, j) ∈ T1 ⇔ (∃l ∈ N) (i, j, l) ∈ T,
prema teoremu 1.3.3, T1 je rekurzivno prebrojiv.

Lema 2.5.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor a1, . . . , ak ∈ X, r1, . . . , rk ∈ 〈0,+∞〉. Neka je
K kompaktan skup u (X, d) takav da je
K ⊆ K(a1, r1) ∪ · · · ∪ K(ak, rk).
Tada postoji µ > 0 takav da za svaki x ∈ K postoji i ∈ {1, . . . , k} takav da je
d(x, ai) + µ < ri.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da takav µ > 0 ne postoji. Tada za svaki n ∈ N postoji
xn ∈ K takav da za svaki i ∈ {1, . . . , k} vrijedi
d(xn, ai) + 1n ≥ ri.
Buduc´i da je K kompaktan, postoji konvergentan podniz (xpn) niza (xn). Neka je x˜ ∈ K
takav da je
lim
n→∞ xpn = x˜.
Imamo da je x˜ ∈ K(ai, ri), za neki i ∈ {1, . . . , k}. Sada zbog neprekidnosti funkcije x 7→
d(x, ai) i lim
n→∞
1
pn
= 0 imamo
lim
n→∞
(
d(xpn , ai) +
1
pn
)
= d(x˜, ai) < ri.
Dakle, mora postojati n0 ∈ N takav da je
d(xpn0 , ai) +
1
pn0
< ri,
sˇto je kontradikcija s pretpostavkom.

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Propozicija 2.5.3. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Ako je K izracˇunljiv skup
u tom prostoru, tada je K i poluizracˇunljiv.
Dokaz. Prema propoziciji 2.5.1, dovoljno je dokazati da je skup
T =
{
j ∈ N | K ⊆ J j
}
rekurzivno prebrojiv. Neka je f : N→ N rekurzivna funkcija takva da je za svaki k ∈ N
K ≈2−k Λ f (k). (2.5.14)
Neka je j ∈ T . Prema lemi 2.5.2, postoji µ > 0 takav da za svaki x ∈ K postoji i ∈ [ j] takav
da je
d(x, λi) + 2µ < %i.
Neka je k ∈ N takav da je 2−k < µ i l ∈ [ f (k)]. Zbog (2.5.14), postoji x ∈ K takav da je
d(αl, x) < 2−k. S druge strane, postoji i ∈ [ j] takav da je
d(x, λi) + 2µ < %i.
Sada je
d(αl, λi) + 2−k < d(αl, λi) + µ
≤ d(αl, x)︸  ︷︷  ︸
<µ
+d(x, λi) + µ
< d(x, λi) + 2µ
< %i.
Dakle, dokazali smo da za svaki j ∈ T postoji k ∈ N takav da
(∀l ∈ [ f (k)]) (∃i ∈ [ j]) d(αl, λi) + 2−k < %i. (2.5.15)
Dokazˇimo obrat. Neka su j, k ∈ N takvi da vrijedi (2.5.15) i x ∈ K. Zbog (2.5.14), postoji
l ∈ [ f (k)] takav da je
d(x, αl) < 2−k,
a prema (2.5.15), postoji i ∈ [ j] takav da je
d(αl, λi) + 2−k < %i,
pa je
d(x, λi) ≤ d(x, αl) + d(αl, λi) < 2−k + d(αl, λi) < %i,
odnosno x ∈ Ii ⊆ J j. Dakle, za j ∈ N za koji postoji k ∈ N takav da vrijedi (2.5.15), imamo
K ⊆ J j, odnosno j ∈ T . Dakle, imamo ekvivalenciju
j ∈ T ⇔ (∃k ∈ N) (∀l ∈ [ f (k)]) (∃i ∈ [ j]) d(αl, λi) + 2−k < %i.
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Neka je
T1 =
{
( j, k) ∈ N2 | (∀l ∈ [ f (k)]) (∃i ∈ [ j]) d(αl, λi) + 2−k < %i
}
.
Definiramo skupove
A =
{
(i, j, k, l) ∈ N4 | i ∈ [ j], d(αl, λi) + 2−k < %i
}
,
B =
{
( j, k, l) ∈ N3 | (∃i ∈ N)(i, j, k, l) ∈ A
}
.
Skup A je rekurzivno prebrojiv prema korolaru 1.4.5 i propozicijama 1.2.3,1.3.5. Nadalje,
B je rekurzivno prebrojiv prema teoremu 1.3.3. Sada se lako vidi da je
T1 =
{
( j, k) ∈ N2 | { j} × {k} × [ f (k)] ⊆ B
}
.
Prema propoziciji 1.4.2 i teoremu 1.4.9, T1 je rekurzivno prebrojiv i vidimo da je
j ∈ T ⇔ (∃k ∈ N) ( j, k) ∈ T1.
Sada iz teorema 1.3.3 slijedi da je T rekurzivno prebrojiv, pa je K poluizracˇunljiv.

Sada dobivamo sljedec´u vazˇnu karakterizaciju izracˇunljivog skupa:
Teorem 2.5.4. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i neka je K ⊆ X kompaktan i
neprazan. Tada je K izracˇunljiv ako i samo ako je poluizracˇunljiv i izracˇunljivo prebrojiv.
Dokaz. Ako je K izracˇunljiv, tada je poluizracˇunljiv i izracˇunljivo prebrojiv prema propo-
zicijama 2.4.1 i 2.5.3.
Dokazˇimo sada drugi smjer. Kako je K kompaktan, tada je on i potpun, pa prema pro-
poziciji 2.4.8 postoji izracˇunljiv niz (xn) koji je gust u S . Neka je F : N2 → N rekurzivna
funkcija takva da za sve i, k ∈ N vrijedi
d(xi, αF(i,k)) < 2−k.
Definiramo
T =
{
(k, j) ∈ N2 | K ⊆
⋃
i∈[ j]
K(αF(i,k+1), 2−k)
}
.
Uocˇimo da za (k, j) ∈ T vrijedi
K ≈2−k {αF(i,k+1) | i ∈ [ j]} . (2.5.16)
Naime, iz definicije skupa T , ocˇito je
K ≺2−k {αF(i,k+1) | i ∈ [ j]} ,
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a buduc´i da je za i ∈ N, xi ∈ K i d(xi, αF(i,k+1)) < 2−(k+1) < 2−k, imamo i{
αF(i,k+1) | i ∈ [ j]} ≺2−k K.
Dokazˇimo sada da je T rekurzivno prebrojiv skup. Definiramo
T1 =
{
(i, k, l) ∈ N3 | F(i, k + 1) = (l)0, 2−k = q(l)1
}
.
Prema propozicijama 1.2.3 i 1.3.1, T1 je rekurzivno prebrojiv skup. Nadalje, za svaki
(i, k) ∈ N2 postoji l ∈ N takav da je (i, k, l) ∈ T1, pa prema teoremu 1.3.6, postoji rekurzivna
funkcija f : N2 → N takva da je (i, k, f (i, k)) ∈ T1, za svaki (i, k) ∈ N2. Za (i, k, l) ∈ T1
vrijedi
K(αF(i,k+1), 2−k) = Il,
pa je
K(αF(i,k+1), 2−k) = I f (i,k),
za svaki (i, k) ∈ N2. Sada je
T =
{
(k, j) ∈ N2 | K ⊆
⋃
i∈[ j]
I f (i,k)
}
.
Nadalje, definiramo Φ : N2 → P(N2),
Φ(k, j) = [ j] × {k}, k, j ∈ N.
Φ je r.r.o. prema propoziciji 1.4.2. Sada je prema teoremu 1.4.6 i funkcija f (Φ) : N2 →
P(N) r.r.o. i prema propoziciji 1.4.12 postoji rekurzivna funkcija g : N2 → N takva da je
f (Φ(k, j)) = [g(k, j)],
za sve k, j ∈ N. Uocˇimo da je
f (Φ)(k, j) = f ([ j] × {k}) = { f (i, k) | i ∈ [ j]} = [g(k, j)],
za sve k, j ∈ N. Sada iz definicije skupova Jl, za (k, j) ∈ N2 imamo⋃
i∈[ j]
I f (i,k) = Jg(k, j).
Dakle
T =
{
(k, j) ∈ N2 | K ⊆ Jg(k, j)
}
.
Kako je K poluizracˇunljiv, prema propoziciji 2.5.1 imamo da je skup
S = {l ∈ N | K ⊆ Jl}
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rekurzivno prebrojiv. Sada imamo
(k, j) ∈ T ⇔ g(k, j) ∈ S ,
stoga je T = g−1(S ), pa je T rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 1.3.4.
Nadalje, za svaki k ∈ N postoji j ∈ N tako da je (k, j) ∈ T . Naime, za k ∈ N imamo da
je
K ⊆ K(xi1 , 2−(k+1)) ∪ · · · ∪ K(xin , 2−(k+1)),
za neke i1, . . . , in ∈ N. Ovo sljedi iz kompaktnosti skupa K i cˇinjenice da je, zbog gustoc´e
niza (xi) u K, za proizvoljan ε > 0
{K(xi, ε) | i ∈ N}
otvoren pokrivacˇ od K. Neka je sada x ∈ K. Tada je d(x, xi j) < 2−(k+1) za neki j ∈ {1, . . . , n},
a onda je
d(x, αF(i j,k+1)) ≤ d(x, xi j) + d(xi j , αF(i j,k+1)) < 2 · 2−(k+1) = 2−k,
dakle
K ⊆
n⋃
j=1
K(αF(i j,k+1), 2
−k).
Sada imamo da postoji j ∈ N takav da je
[ j] = {i1, . . . , in},
a za taj j imamo da je (k, j) ∈ T . Dakle, prema teoremu 1.3.6, postoji rekurzivna funkcija
h : N → N takva da je (k, h(k)) ∈ T , za svaki k ∈ N. Iz (2.5.16) imamo da za svaki k ∈ N
vrijedi
K ≈2−k {αF(i,k+1) | i ∈ [h(k)]} .
Sada definiramo funkciju Ψ : N→ P(N2),
Ψ(k) = [h(k)] × {k + 1}, k ∈ N.
Prema napomeni 1.4.8 i propoziciji 1.4.2, Ψ je r.r.o. funkcija. Prema teoremu 1.4.6 tada je
i F(Ψ) : N→ P(N) r.r.o. funkcija i vrijedi
F(Ψ)(k) = {F(i, k + 1) | i ∈ [h(k)]} ,
za svaki k ∈ N. Sada prema propoziciji 1.4.12, postoji rekurzivna funkcija ϕ : N → N
takva da je
{F(i, k + 1) | i ∈ [h(k)]} = [ϕ(k)],
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za svaki k ∈ N. Imamo
Λϕ(k) = α([ϕ(k)]) = α({F(i, k + 1) | i ∈ [h(k)]}) = {αF(i,k+1) | i ∈ [h(k)]} ,
pa je
K ≈2−k Λϕ(k),
za svaki k ∈ N, dakle K je izracˇunljiv.

2.6 Lokalna izracˇunljivost
Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i S ⊆ X. Kazˇemo da je S slabo izracˇunljivo
prebrojiv ako su izracˇunljive tocˇke guste u S .
Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i A, B ⊆ X, A ⊆ B. Kazˇemo da je A
izracˇunljiv do na B ako postoji rekurzivna funkcija f : N→ N takva da je
A ≺2−k Λ f (k), Λ f (k) ≺2−k B,
za svaki k ∈ N. Uocˇimo da je neprazan kompaktan skup K izracˇunljiv ako i samo ako je K
izracˇunljiv do na K.
Propozicija 2.6.1. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i A, B, S ⊆ X, A, B ⊆ S .
Ako su A i B izracˇunljivi do na S , tada je i A ∪ B izracˇunljiv do na S .
Dokaz. Neka su f , g : N→ N rekurzivne funkcije takve da je
A ≺2−k Λ f (k) ≺2−k S ,
B ≺2−k Λg(k) ≺2−k S ,
za svaki k ∈ N. Tada lako vidimo da je
A ∪ B ≺2−k Λ f (k) ∪ Λg(k) ≺2−k S ,
za svaki k ∈ N. Sada uocˇimo da je za k ∈ N
Λ f (k) ∪ Λg(k) = α([ f (k)]) ∪ α([g(k)]) = α([ f (k)] ∪ [g(k)]).
Neka je Φ : N→ P(N),
Φ(k) = [ f (k)] ∪ [g(k)], k ∈ N.
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Φ je r.r.o. funkcija prema napomenama 1.4.11, 1.4.8 i propoziciji 1.4.1. Prema propoziciji
1.4.12, postoji rekurzivna funkcija h : N→ N takva da je
Φ(k) = [h(k)],
za svaki k ∈ N. Sada je
Λ f (k) ∪ Λg(k) = α(Φ(k)) = α([h(k)]) = Λh(k),
za svaki k ∈ N, pa vidimo da je
A ∪ B ≺2−k Λh(k) ≺2−k S ,
za svaki k ∈ N, iz cˇega slijedi da je A ∪ B izracˇunljiv do na S .

Indukcijom lako dobivamo:
Korolar 2.6.2. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i A1, . . . , Ak, S ⊆ X, A1, . . . , Ak ⊆
S . Ako su A1, . . . , Ak izracˇunljivi do na S , tada je i A ∪ · · · ∪ Ak izracˇunljiv do na S .
Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor, S ⊆ X i x ∈ S . Kazˇemo da je S
izracˇunljiv u x ako postoji okolina N od x u S takva da je N izracˇunljiv do na S .
Propozicija 2.6.3. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i neka je K ⊆ X kompaktan
i neprazan. Tada je K izracˇunljiv ako i samo ako je K izracˇunljiv u x, za svaki x ∈ K
Dokaz. Ocˇito je izracˇunljiv skup izracˇunljiv u svakoj svojoj tocˇki (za trazˇenu okolinu pro-
izvoljne tocˇke uzmemo cˇitav skup).
S druge strane, pretpostavimo da je kompaktan skup K izracˇunljiv u svakoj svojoj tocˇki.
Tada za svaki x ∈ K postoji okolina Nx od x u K koja je izracˇunljiva do na K. Kako je za
x ∈ K Nx okolina od x u K, postoji otvoren skup Vx u K takav da je
x ∈ Vx ⊆ Nx.
Nadalje, buduc´i da je za x ∈ K Vx otvoren u K, postoji otvoren skup Ux u (X, d) takav da je
Vx = Ux ∩ K. Sada je
{Ux | x ∈ K}
otvoren pokrivacˇ od K u (X, d), pa kako je K kompaktan, postoje x1, . . . , xn ∈ K tako da je
K ⊆ Ux1 ∪ · · · ∪ Uxn ,
a onda je i
K = Vx1 ∪ · · · ∪ Vxn ⊆ Nx1 ∪ · · · ∪ Nxn ,
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odnosno
K = Nx1 ∪ · · · ∪ Nxn .
Kako je za svaki i ∈ {1, . . . , n}, Nxi izracˇunljiv do na K, prema prethodnom korolaru K je
izracˇunljiv do na K, pa je K izracˇunljiv skup.

Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor, S ⊆ X i x ∈ S . Pretpostavimo da postoji
izracˇunljiva kompaktna okolina N od x u S . Tada je N izracˇunljiva do na N, a onda je N
izracˇunljiva i do na S . Dakle, ako postoji izracˇunljiva kompaktna okolina od x u S , tada je
S izracˇunljiv u x.
Pokazat c´emo da vrijedi i obrat ako je S potpun, odnosno zˇelimo karakterizirati izracˇunljivost
u tocˇki na sljedec´i nacˇin:
S je izracˇunljiv u x ⇔ x ima kompaktnu izracˇunljivu okolinu u S
Propozicija 2.6.4. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Ako je S ⊆ X potpun i
izracˇunljiv u x, tada postoji okolina N tocˇke x u S takva da je N izracˇunljivo prebrojiv
kompaktan skup i izracˇunljiv do na S .
Dokaz. Neka je M okolina od x u S takva da postoji rekurzivna funkcija f : N → N tako
da
M ≺2−k Λ f (k) ≺2−k S , (2.6.17)
za sve k ∈ N. Kako je M okolina od x u S , postoji i0 ∈ N tako da x ∈ Ii0 ∩ S ⊆ M. Prema
(2.6.17), imamo
Ii0 ∩ S ≺2−k Λ f (k), (2.6.18)
za sve k ∈ N. Neka je
Ω = {i ∈ N | Ii0 ∩ S ∩ Ii , ∅}.
Tvrdimo da za proizvoljan i ∈ N imamo sljedec´u ekvivalenciju
i ∈ Ω⇔ (∃k ∈ N)(∃ j ∈ [ f (k)]) d(λi, α j) + 2−k < ρi, d(λi0 , α j) + 2−k < ρi0 (2.6.19)
Naime, ako je i ∈ Ω, tada postoji y ∈ Ii0 ∩ S ∩ Ii. Zbog d(λi, y) < ρi i d(λi0 , y) < ρi0 ,
postoji k ∈ N takav da
d(λi, y) + 2 · 2−k < ρi
i
d(λi0 , y) + 2 · 2−k < ρi0 .
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Kako je y ∈ M, iz (2.6.17) slijedi da postoji j ∈ [ f (k)] tako da d(y, α j) < 2−k. Sada imamo
d(λi, α j) + 2−k ≤ d(λi, y) + d(y, α j) + 2−k
< d(λi, y) + 2 · 2−k
< ρi.
Analogno dobivamo
d(λi0 , α j) + 2
−k < ρi0 .
Neka je sada i ∈ N takav da postoji k ∈ N i j ∈ [ f (k)] takvi da
d(λi, α j) + 2−k < ρi,
d(λi0 , α j) + 2
−k < ρi0 .
Sada lako dobivamo K(α j, 2−k) ⊆ Ii i K(α j, 2−k) ⊆ Ii0 . Prema (2.6.17), postoji y ∈ S tako
da d(α j, y) < 2−k. Dakle imamo
y ∈ K(α j, 2−k) ⊆ Ii ∩ Ii0 ,
pa je y ∈ Ii0 ∩ S ∩ Ii te i ∈ Ω.
Neka je
Ω′ =
{
(i, j, k) ∈ N3 | j ∈ [ f (k)], d(λi, α j) + 2−k < ρi, d(λi0 , α j) + 2−k < ρi0
}
.
Lako je vidjeti da je Ω′ rekurzivno prebrojiv i vidjeli smo
i ∈ Ω ⇔ (∃( j, k) ∈ N2) (i, j, k) ∈ Ω′.
Sada je prema teoremu 1.3.3, Ω rekurzivno prebrojiv. Neka je
N = Cl(Ii0 ∩ S ).
Kako je S zatvoren i Ii0 ∩ S ⊆ S , mora biti N ⊆ S . Takoder, N je ocˇito okolina tocˇke x u
S . Iz (2.6.18) dobivamo
N ≺2−k Λ f (k+1) ≺2−k S ,
za sve k ∈ N. Stoga je N izracˇunljiv do na S . Takoder, iz
N ≺2−k Λ f (k+1),
za sve k ∈ N slijedi da je N, kao potprostor od (X, d), potpuno omeden metricˇki prostor.
Takoder, buduc´i da je N zatvoren u S , a S je potpun, N je takoder potpun. Stoga je N
potpun i potpuno omeden, pa je kompaktan.
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Ocˇito za proizvoljan otvoren skup U u (X, d) i A ⊆ X vrijedi
A ∩ U , ∅ ⇔ Cl(A) ∩ U , ∅.
Dakle imamo
{i ∈ N | N ∩ Ii , ∅} = Ω,
pa je prema dokazanom, N izracˇunljivo prebrojiv skup.

Propozicija 2.6.5. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Ako je S ⊆ X potpun
i izracˇunljiv u x, tada postoji izracˇunljiv niz (xi) u S , rekurzivna funkcija f : N → N i
okolina N tocˇke x u S tako da vrijedi
N ≺2−k {xi | 0 ≤ i ≤ f (k)} ,
za sve k ∈ N.
Dokaz. Po prethodnoj propoziciji, postoji okolina M tocˇke x u S takva da je M izracˇunljivo
prebrojiv kompaktan skup koji je izracˇunljiv do na S . Neka je g : N → N rekurzivna
funkcija takva da vrijedi
M ≺2−k Λg(k) ≺2−k S , (2.6.20)
za sve k ∈ N. Buduc´i da je M izracˇunljivo prebrojiv i kompaktan, prema propoziciji 2.4.8,
postoji izracˇunljiv niz (xi) koji je gust u M. Neka je a racionalna tocˇka (tj. a ∈ Imα) i
ε ∈ Q, ε > 0 tako da
x ∈ K(a, ε), KS (a, 4ε) ⊆ M,
gdje je KS (a, r) = K(a, r) ∩ S , za r > 0.
Definiramo
Ω1 = {i ∈ N | d(a, αi) < 3ε} ,
Ω2 = {i ∈ N | d(a, αi) > 2ε} .
Ω1,Ω2 su rekurzivno prebrojivi i ocˇito Ω1∪Ω2 = N. Po propoziciji 1.3.8, postoje rekurzivni
skupovi Γ1,Γ2 tako da Γ1 ⊆ Ω1, Γ2,⊆ Ω2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅, Γ1 ∪ Γ2 = N. Imamo
KS (a, ε) ≺2−k {αi | i ∈ [g(k)]} ≺2−k S , (2.6.21)
za sve k ∈ N. Neka je sada k ∈ N takav da 2−k < ε. Tvrdimo da
KS (a, ε) ≺2−k {αi | i ∈ [g(k)] ∩ Γ1} ≺2−k KS (a, 4ε) (2.6.22)
Naime, za y ∈ KS (a, ε), prema (2.6.21), postoji i ∈ [g(k)] tako da d(y, αi) < 2−k. Koristec´i
nejednakost trokuta, dobivamo
d(a, αi) ≤ d(a, y) + d(y, αi) < ε + 2−k < 2ε
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Dakle, i ∈ Γ1.
Neka je sada i ∈ [g(k)] ∩ Γ1. Prema (2.6.21), postoji z ∈ S tako da d(αi, z) < 2−k.
Imamo
d(a, z) ≤ d(a, αi) + d(αi, z) < 3ε + ε = 4ε,
stoga je z ∈ KS (a, 4ε).
Iz (2.6.22) slijedi da za k0 ∈ N takav da 2−k0 < ε imamo
KS (a, ε) ≺2−(k0+k) {αi | i ∈ [g(k0 + k)] ∩ Γ1} ≺2−(k0+k) KS (a, 4ε), (2.6.23)
za sve k ∈ N. Lako se vidi da je k 7→ [g(k0 + k)] ∩ Γ1 r.r.o. funkcija N → P(N), pa prema
propoziciji 1.4.12, postoji rekurzivna funkcija h : N→ N takva da je
[g(k0 + k)] ∩ Γ1 = [h(k)],
za sve k ∈ N. Iz (2.6.23) dobivamo
KS (a, ε) ≺2−k Λh(k) ≺2−k KS (a, 4ε), (2.6.24)
za sve k ∈ N. Neka je
Ω =
{
( j, k, i) ∈ N3 | d(α j, xi) < 2 · 2−k, j ∈ [h(k)]
}
.
Zbog gustoc´e niza (xi) u M i (2.6.24), za sve k ∈ N, j ∈ [h(k)] postoji i ∈ N tako da je
( j, k, i) ∈ Ω. Prema teoremu 1.3.6, postoji parcijalno rekurzivna funkcija
ϕ :
{
( j, k) ∈ N2 | j ∈ [h(k)]
}
→ N,
takva da je ( j, k, ϕ( j, k)) ∈ Ω za sve k ∈ N, j ∈ [h(k)]. Imamo
Λh(k) ≺2·2−k
{
xϕ( j,k) | j ∈ [h(k)]
}
,
za sve k ∈ N. Stoga imamo
Λh(k+2) ≺2−(k+1)
{
xϕ( j,k+2) | j ∈ [h(k + 2)]
}
,
za sve k ∈ N. Ovo, zajedno sa (2.6.24) povlacˇi
KS (a, ε) ≺2−k {xi | 0 ≤ i ≤ max{ϕ( j, k + 2) | j ∈ [h(k + 2)]}} .
Neka je N = KS (a, ε) i f : N→ N,
f (k) = max{ϕ( j, k + 2) | j ∈ [h(k + 2)]}, k ∈ N.
Sada je ocˇito da N i f imaju trazˇena svojstva.

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Lema 2.6.6. Neka je (X, d) metricˇki prostor, (xi) niz u X, T ⊆ X takav da T ≺ε {xi | i ∈ A},
T ≺δ {x j | j ∈ B}, za neke ε, δ > 0 i A, B ⊆ N. Ako je η ≥ ε + δ i
B′ =
{
j ∈ B | (∃i ∈ A) d(x j, xi) < η
}
,
tada
T ≺δ {x j | j ∈ B′},
{x j | j ∈ B′} ≺η {xi | i ∈ A}.
Dokaz. Neka je y ∈ T . Tada postoji i ∈ A i j ∈ B tako da d(y, xi) < ε, d(y, x j) < δ. Sada
imamo
d(xi, x j) ≤ d(xi, y) + d(y, x j) < ε + δ ≤ η,
pa je j ∈ B′. Stoga
T ≺δ {x j | j ∈ B′}.
Iz definicije skupa B′ ocˇito je
{x j | j ∈ B′} ≺η {xi | i ∈ A}.

Lema 2.6.7. Neka je (X, d) metricˇki prostor i a ∈ X, r > 0 tako da je K(a, 2r) kompaktan
skup u (X, d). Ako je U otvoren skup u (X, d) takav da je K(a, r) ⊆ U, tada postoji r′ > r
takav da K(a, r′) ⊆ U.
Dokaz. Neka je n0 ∈ N takav da 2−n0 < r. Pretpostavimo da
K(a, r + 2−(n0+n)) * U,
za sve n ∈ N. Tada za svaki n ∈ N, postoji
yn ∈ K(a, r + 2−(n0+n)) \ U. (2.6.25)
Kako je 2−(n0+n) < r, imamo yn ∈ B(a, 2r), za sve n ∈ N. Buduc´i da je K(a, 2r) kompaktan,
postoji konvergentan podniz (ypn). Neka je
y = lim
n→∞ ypn .
Iz d(a, yn) ≤ r + 2−(n0+n), za sve n ∈ N slijedi da je d(a, y) ≤ r, tj. y ∈ K(a, r). Dakle y ∈ U,
sˇto je u kontradikciji s (2.6.25). Zakljucˇujemo da postoji n ∈ N takav da je
K(a, r + 2−(n0+n)) ⊆ U,
sˇto je upravo trazˇena tvrdnja.

70 POGLAVLJE 2. IZRACˇUNLJIV METRICˇKI PROSTOR
Teorem 2.6.8. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i S ⊆ X. Ako je S potpun u
(X, d) i izracˇunljiv u x, tada postoji okolina N tocˇke x u S takva da je N izracˇunljiv skup.
Sˇtovisˇe, za svaki ε > 0 postoji takva okolina N sa svojstvom diam N < ε.
Dokaz. Prema propoziciji 2.6.5 postoji okolina M tocˇke x u S , izracˇunljiv niz (xi) u S i
rekurzivna funkcija f : N→ N tako da je
M ≺2−k {xi | 0 ≤ i ≤ f (k)},
za sve k ∈ N. Neka je a racionalna tocˇka i r ∈ Q,r > 0 tako da je
x ∈ K(a, r), KS (a, 2r) ⊆ M,
gdje je KS (a, t) = K(a, t) ∩ S , za t > 0. Imamo
KS (a, r) ≺2−k {xi | 0 ≤ i ≤ f (k)}. (2.6.26)
Definiramo
Ω1 =
{
(i, k) ∈ N2 | d(a, xi) < r + 2 · 2−k
}
,
Ω2 =
{
(i, k) ∈ N2 | d(a, xi) > r + 2−k
}
.
Ω1 i Ω2 su rekurzivno prebrojivi i Ω1 ∪ Ω2 = N2, pa prema propoziciji 1.3.8, postoje
rekurzivni skupovi Γ1,Γ2 takvi da je Γ1 ⊆ Ω1, Γ2 ⊆ Ω2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅, Γ1 ∪ Γ2 = N2.
Definiramo Φ : N→ P(N),
Φ(k) = {i ∈ N | 0 ≤ i ≤ f (k), (i, k) ∈ Γ1} , k ∈ N.
Lako se vidi da je Φ r.r.o. funkcija. Sada tvrdimo da je
KS (a, r) ≺2−k {xi | i ∈ Φ(k)} ⊆ K(a, r + 2 · 2−k), (2.6.27)
za sve k ∈ N. Iz definicije funkcije Φ, ocˇito je
{xi | i ∈ Φ(k)} ⊆ K(a, r + 2 · 2−k).
Neka je y ∈ KS (a, r). Prema (2.6.26), postoji i ∈ {0, . . . , f (k)} takav da je d(y, xi) < 2−k.
Imamo
d(a, xi) ≤ d(a, y) + d(y, xi) < r + 2−k,
pa (i, k) < Γ2. Stoga mora biti (i, k) ∈ Γ1 pa smo dobili trazˇenu tvrdnju. Definiramo
Ω′1 =
{
( j, k, i) ∈ N3 | d(x j, xi) < 3 · 2−k
}
,
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Ω′2 =
{
( j, k, i) ∈ N3 | d(x j, xi) > 2 · 2−k
}
.
Ponovno su Ω′1,Ω
′
2 rekurzivno prebrojivi i Ω
′
1∪Ω′2 = N3. Neka su Γ′1,Γ′2 rekurzivni skupovi
iz propozicije 1.3.8. Neka je Ψ : N→ P(N),
Ψ(0) = Φ(0),
Ψ(k + 1) =
{
j ∈ Φ(k + 1) | (∃i ∈ Ψ(k)) ( j, k, i) ∈ Γ′1
}
, k ∈ N.
Za A ⊆ N oznacˇimo
xA := {xi | i ∈ A} .
Indukcijom dokazujemo da je
KS (a, r) ≺2−k xΨ(k), (2.6.28)
za sve k ∈ N. Za k = 0 tvrdnja slijedi iz (2.6.27). Pretpostavimo da (2.6.28) vrijedi za neki
k ∈ N. Prema (2.6.27) imamo
KS (a, r) ≺2−(k+1) xΦ(k+1).
Sada iz leme 2.6.6 slijedi da je
KS (a, r) ≺2−(k+1) xB′ ,
gdje je
B′ =
{
j ∈ Φ(k + 1) | (∃i ∈ Ψ(k)) d(x j, xi) < 32 · 2−k
}
.
Sada vidimo da je B′ ⊆ Ψ(k + 1), dakle
KS (a, r) ≺2−(k+1) xΨ(k+1),
pa (2.6.28) vrijedi za svaki k ∈ N. Iz definicije od Ψ sada dobivamo
KS (a, r) ≺2−k xΨ(k),
xΨ(k+1) ≺3·2−k xΨ(k),
(2.6.29)
za sve k ∈ N. Neka je k0 ∈ N. Definiramo
N = KS (a, r) ∪
{
xi | i ∈
⋃
k≥k0
Ψ(k)
}
.
Sada za k, n ∈ N, k ≥ 1 iz (2.6.29) dobivamo
xΨ(n+k) ≺3·2−(n+k−1) xΨ(n+k−1) ≺ · · · ≺3·2−(n+1) xΨ(n+1) ≺3·2−n xΨ(n),
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pa iz nejednakosti trokuta lako vidimo da je
xΨ(n+k) ≺3·2−(n+k−1)+···+3·2−(n+1)+3·2−n xΨ(n).
Zbog
3 · 2−(n+k−1) + · · · + 3 · 2−(n+1) + 3 · 2−n = 3 · 2−(n+k−1) · (1 + · · · + 2k−1)
= 3 · 2−(n+k−1) · (2k − 1)
≤ 3 · 2−(n−1) · 2−k · 2k
= 6 · 2−n,
imamo
xΨ(n+k) ≺6·2−n xΨ(n),
za sve k, n ∈ N. Iz ovoga je lako vidjeti da ako su m, n ∈ N, m > n, tada je
xΨ(m) ≺6·2−n xΨ(n).
Stoga imamo
N ≈6·2−n
{
xi | i ∈
k0+n⋃
k=k0
Ψ(k)
}
, (2.6.30)
za sve n ∈ N.
Sada nam je cilj dokazati da je Ψ r.r.o. funkcija N→ P(N). Prvo definiramo Λ : N2 →
P(N),
Λ(k, a) =
{
j ∈ Φ(k + 1) | (∃i ∈ [a]) ( j, k, i) ∈ Γ′1
}
, k, a ∈ N.
Buduc´i da je Φ r.r.o. funkcija i Γ′1 rekurzivan, lako se vidi da je Λ r.r.o. funkcija. Neka je
a0 ∈ N takav da je Ψ(0) = [a0] i g definirana sa
g(0) = a0
g(k + 1) ' µy (Λ(k, g(k)) = [y]) , k ∈ N.
g je parcijalno rekurzivna, [g(0)] = Ψ(0) i ako je k ∈ N takav da je k u domeni od g i
[g(k)] = Ψ(k), tada je
Λ(k, g(k)) = Ψ(k + 1).
Kako je Ψ(k + 1) , ∅, za sve k ∈ N, imamo da postoji y ∈ N takav da je Ψ(k + 1) = [y], pa
je k + 1 takoder u domeni od g i [g(k + 1)] = Ψ(k + 1). Stoga je g totalna funkcija takva da
je
[g(k)] = Ψ(k),
za sve k ∈ N. Iz prethodne jednakosti slijedi da je Ψ r.r.o. funkcija.
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Neka je sada Θ : N→ P(N),
Θ(n) =
k0+n⋃
k=k0
Ψ(k), n ∈ N.
Prema teoremu 1.4.10, Θ je r.r.o. funkcija, te vrijedi
N ≈6·2−n xΘ(n),
za sve n ∈ N. Neka je F : N2 → N rekurzivna funkcija takva da je
d(xi, αF(i,n)) < 2−n,
za sve i, n ∈ N. Imamo
N ≈7·2−n {αF(i,n) | i ∈ Θ(n)} ,
za sve n ∈ N.
Sada definiramo Σ : N→ P(N),
Σ(n) = {F(i, n + 3) | i ∈ Θ(n + 3)}, n ∈ N.
Σ je r.r.o. funkcija i imamo
N ≈2−n {α j | j ∈ Σ(n)},
za sve n ∈ N. Takoder, iz Ψ(k) , ∅, za sve k ∈ N, slijedi da Σ(n) , ∅, za sve n ∈ N. Stoga
postoji rekurzivna funkcija f : N→ N takva da je
[ f (n)] = Σ(n),
za sve n ∈ N. Sada imamo
N ≈2−n Λ f (n),
za sve n ∈ N.
Josˇ preostaje dokazati da je N kompaktan skup u (X, d). Neka je U otvoren pokrivacˇ
skupa N u (X, d). Tada jeU otvoren pokrivacˇ i od KS (a, r) u (X, d). Buduc´i da je KS (a, r)
zatvoren u S , on je i potpun, a prema (2.6.26) je i potpuno omeden. Stoga je KS (a, r)
kompaktan u (X, d), pa postoje n ∈ N i U1, . . . ,Un ∈ U takvi da je
KS (a, r) ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un,
pa imamo
KS (a, r) ⊆ (U1 ∪ · · · ∪ Un) ∩ S (2.6.31)
Analogno zakljucˇujemo da je KS (a, 2r) kompaktan u S (ako S gledamo kao potprostor
od (X, d)), pa iz (2.6.31) i leme 2.6.7 dobivamo da postoji r′ > r takav da je KS (a, r′) ⊆
74 POGLAVLJE 2. IZRACˇUNLJIV METRICˇKI PROSTOR
(U1 ∪ · · · ∪Un)∩ S . Kako je xΨ(k) ⊆ KS (a, r + 2 · 2−k), za l0 ∈ N takav da je 2 · 2−l0 ≤ r′ − r,
imamo {
xi | i ∈
⋃
k≥l0
Ψ(k)
}
⊆ KS (a, r′) ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.
Buduc´i da je
N = KS (a, r) ∪
{
xi | i ∈
⋃
k≥l0
Ψ(k)
}
︸                              ︷︷                              ︸
⊆U1∪···∪Un
∪
{
xi | i ∈
l0⋃
k=k0
Ψ(k)
}
︸               ︷︷               ︸
konacˇan skup
,
postoje m ∈ N i U1, . . . ,Um takvi da je
N ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Um.
Dakle, N je kompaktan skup u (X, d).
Iz definicije skupa N i (2.6.27) slijedi da je
N ⊆ K(a, r + 2 · 2−k0 ,
pa je
diam N ≤ 2r + 4 · 2−k0).
Dakle, ako za zadani ε > 0 uzmemo r takav da je r < ε4 , mozˇemo uzeti k0 takav da je
2r + 4 · 2−k0 < ε,
pa imamo da je diam N < ε.

Ako je (X, d) metricˇki prostor i K kompaktan skup u (X, d), tada je K potpuno omeden.
Dakle, za proizvoljan ε > 0 mozˇemo pronac´i konacˇno skupova dijametra manjeg od ε koji
pokrivaju K. Ukoliko uzmemo zatvaracˇe tih skupova, tada dobivamo kompaktne skupove
dijametra manjeg od ε cˇija unija je jednaka K.
Pitamo se vrijedi li analogna tvrdnja u izracˇunljivim metricˇkim prostorima, odnosno
mozˇemo li izracˇunljiv skup napisati kao uniju konacˇno mnogo izracˇunljivih skupova pro-
izvoljno malog dijametra. Odgovor je potvrdan, a dobivamo ga kao jednostavnu posljedicu
teorema 2.6.8.
Teorem 2.6.9. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i K neprazan izracˇunljiv skup
u (X, d, α). Tada za svaki ε > 0 postoji konacˇno mnogo izracˇunljivih skupova dijametra
manjeg od ε cˇija unija je K.
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Dokaz. Buduc´i da je K izracˇunljiv, izracˇunljiv je u svakoj tocˇki x ∈ K. Dakle, prema
teoremu 2.6.8, za svaki x ∈ K postoji izracˇunljiva okolina Nx od x u K takva da je diam Nx <
ε. Buduc´i da je K kompaktan,
K = Nx1 ∪ · · · ∪ Nxn .

Na prvi pogled se mozˇda cˇini da smo prethodni rezultat mogli dobiti direktnije, bez
korisˇtenja teorema 2.6.8. Odnosno, da smo trazˇene izracˇunljive skupove proizvoljno malog
dijametra mogli dobiti kao presjeke skupa K s nekim zatvorenim racionalnim kuglama. No
problem je u tome sˇto opc´enito zatvorena racionalna kugla ne mora biti izracˇunljiv skup.
Nadalje, cˇak i ako pronademo izracˇunljive zatvorene racionalne kugle koje pokrivaju K,
njihovi presjeci s K ne moraju biti izracˇunljivi skupovi.
Korolar 2.6.10. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i neka je K izracˇunljiv skup
u tom prostoru.
(i) Pretpostavimo da je (F,G) separacija od K. Tada su F i G izracˇunljivi skupovi u
(X, d, α).
(ii) Ako K ima konacˇno mnogo komponenti povezanosti, tada je svaka komponenta
izracˇunljiv skup u (X, d, α).
Dokaz.
(i) Buduc´i da su F i G zatvoreni u K, oni su kompaktni u (X, d). Neka je
ε = d(F,G) = inf{d(x, y) | x ∈ F, y ∈ G}.
Tada je ε > 0. Prema teoremu 2.6.9, postoje izracˇunljivi skupovi K1, . . . ,Kn takvi da
je
K = K1 ∪ · · · ∪ Kn,
diam Ki < ε, i = 1, . . . , n.
Tvrdimo da je tada Ki ⊆ F ili Ki ⊆ G, za svaki i ∈ {1, . . . , n}. Pretpostavimo
suprotno, da je Ki∩F , ∅ i Ki∩G , ∅, za neki i ∈ {1, . . . , n}. Tada imamo da postoje
x ∈ Ki ∩ F i y ∈ Ki ∩G. Dakle imamo
ε > diam Ki ≥ d(x, y) ≥ d(F,G) = ε,
sˇto je ocˇito kontradikcija. Sada vidimo da su F i G unije konacˇno mnogo izracˇunljivih
skupova, pa su izracˇunljivi.
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(ii) Pretpostavimo da su C1, . . . ,Cn sve (medusobno razlicˇite) komponente povezanosti
od K. Opc´enito, komponente povezanosti topolosˇkog prostora su zatvoreni me-
usobno disjunktni skupovi (to slijedi iz cˇinjenice da je zatvaracˇ povezanog skupa po-
vezan i maksimalnosti svake komponente povezanosti). Dakle, za svaki i ∈ {1, . . . , n}
(Ci,C1 ∪ · · · ∪Ci−1 ∪Ci+1 ∪ · · · ∪Cn)
je separacija od K, pa je prema (i) Ci izracˇunljiv skup.

Opc´enito, komponente povezanosti izracˇunljivog skupa ne moraju biti izracˇunljivi sku-
povi. Naime, moguc´e je da izracˇunljiv skup ima neprebrojivo mnogo komponenti poveza-
nosti, pa tada ne mozˇe svaka komponenta biti izracˇunljiv skup jer je izracˇunljivih skupova
uvijek najvisˇe prebrojivo mnogo (to slijedi iz definicije izracˇunljivog skupa i cˇinjenice da
je rekurzivnih funkcija N→ N prebrojivo). Pogledajmo sljedec´i primjer.
Primjer 2.6.11. Cantorov skup je skup
C = [0, 1] \
∞⋃
n=1
3n−1−1⋃
k=0
〈
3k+1
3n ,
3k+2
3n
〉
.
Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor iz primjera 2.1.1. Tvrdimo da je C izracˇunljiv
skup u (X, d, α). U dokazu c´e nam biti vazˇna sljedec´a ekvivalencija:
x ∈ C ⇔ x ∈ [0, 1] i x dopusˇta trijadski zapis u kojem se pojavljuju samo znamenke 0 i 2.
(2.6.32)
Neka je sada za n ∈ N \ {0}, S n skup svih moguc´ih n-tih parcijalnih suma u trijadskom
zapisu koji se sastoji samo od 0 i 2 broja iz C, odnosno
S n =
 n∑
k=1
ak
3k
| ak ∈ {0, 2}
 ,
te stavimo da je
S 0 = {0, 1} .
Uocˇimo sada da za svaki x ∈ C i za svaki n ∈ N postoji y ∈ S n takav da je d(x, y) ≤ 3−n.
Naime, ako je x ∈ C, tada znamo da postoji niz (ak) takav da je ak ∈ {0, 2}, za svaki k ∈ N,
x =
∞∑
k=1
ak
3k
,
2.6. LOKALNA IZRACˇUNLJIVOST 77
∣∣∣x − n∑
k=1
ak
3k
∣∣∣ ≤ 3−n,
za svaki n ∈ N \ {0}. Dakle, mozˇemo uzeti
y =
n∑
k=1
ak
3k .
Kako je 3−n < 2−n, za svaki n ∈ N \ {0}, zakljucˇujemo da je C ≺2−n S n, za svaki n ∈ N \ {0}.
Takoder, ocˇito je i C ≺20 {0, 1} = S 0.
S druge strane, iz ekvivalencije (2.6.32), ocˇito je da je S n ⊆ C, za svaki n ∈ N, stoga
vidimo da je
C ≈2−n S n,
za svaki n ∈ N. Kako bismo dokazali da je C izracˇunljiv, sada je dovoljno pronac´i rekur-
zivnu funkciju f : N→ N takvu da za svaki n ∈ N vrijedi
S n ⊆ Λ f (n) ⊆ C.
Znamo da je {(
(i)0, . . . , (i)i
) | i ∈ N}
skup svih konacˇnih nepraznih nizova prirodnih brojeva, pa je ocˇito{(
(i)0 · χ{0,2}((i)0), . . . , (i)i · χ{0,2}((i)i
) | i ∈ N}
skup svih konacˇnih nepraznih nizova 0 i 2. Nadalje, uocˇimo da za n ∈ N \ {0} skup{(
(i)0 · χ{0,2}((i)0), . . . , (i)i · χ{0,2}((i)i
) | 0 ≤ i ≤ p30 p31 · · · p3n}
sadrzˇi sve konacˇne nizove 0 i 2 duljine manje ili jednake n. Sada definiramo funkcije
τ : N2 → N, g : N→ N,
τ(i, k) = (i)kχ{0,2}((i)k), i, k ∈ N,
g(n) = p30 p
3
1 · · · p3n, n ∈ N.
Znamo da su τ i g rekurzivne funkcije. Nadalje, definiramo funkciju G : N→ Q,
G(i) =
i∑
k=0
τ(i, k)
3k
, i ∈ N.
Prema propoziciji 1.2.2, G je rekurzivna funkcija i imamo da je
S n ⊆ {G(i) | 0 ≤ i ≤ g(n)} ⊆ C,
78 POGLAVLJE 2. IZRACˇUNLJIV METRICˇKI PROSTOR
za svaki n ∈ N. Nadalje, skup
T =
{
(i, l) ∈ N2 | G(i) = αl
}
je rekurzivno prebrojiv te za svaki i ∈ N postoji l ∈ N takav da je (i, l) ∈ T , pa prema
teoremu 1.3.6, postoji rekurzivna funkcija h : N → N takva da je (i, h(i)) ∈ T , za svaki
i ∈ N, odnosno G(i) = αh(i), za svaki i ∈ N. Nadalje, definiramo funkciju Φ : N→ P(N),
Φ(n) = {h(i) | 0 ≤ i ≤ g(n)} , n ∈ N.
Lako je provjeriti da je Φ r.r.o. funkcija te je Φ(n) , ∅, za svaki n ∈ N. Stoga prema
propoziciji 1.4.12, postoji rekurzivna funkcija f : N → N takva da je Φ(n) = [ f (n)], za
svaki n ∈ N. Sada imamo
{G(i) | 0 ≤ i ≤ g(n)} = {αh(i) | 0 ≤ i ≤ g(n)}
= α ({h(i) | 0 ≤ i ≤ g(n)})
= α(Φ(n))
= α([ f (n)])
= Λ f (n),
za svaki n ∈ N. Dakle, C je izracˇunljiv skup.
S druge strane, poznato je da je C totalno nepovezan, odnosno da su komponente po-
vezanosti u C jednocˇlani skupovi. Kako je C neprebrojiv, vidimo da C ima neprebrojivo
mnogo komponenti povezanosti, pa ne mogu sve biti izracˇunljive jer je izracˇunljivih sku-
pova samo prebrojivo mnogo.
2.7 Izracˇunljive tocˇke u poluizracˇunljivim
mnogostrukostima
Za n ∈ N \ {0} neka je
Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn ≥ 0} ,
BdHn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn = 0} .
Kazˇemo da je topolosˇki prostor X n-mnogostrukost ako je Hausdorffov, zadovoljava
drugi aksiom prebrojivosti i svaka tocˇka iz X ima okolinu homeomorfnu nekom otvorenom
skupu u Hn. Ako je X n-mnogostrukost, tada podskup od X koji se sastoji od svih tocˇaka
x ∈ X za koje postoji okolina N od x u X, otvoren podskup U od Hn i homeomorfizam
f : N → U takav da je f (x) ∈ BdHn zovemo rub od X i oznacˇavamo ga ∂X.
Mozˇe se pokazati da je x ∈ ∂X ako i samo ako svaki homeomorfizam izmedu neke
okoline od x u X i otvorenog podskupa od Hn preslikava x u tocˇku iz BdHn.
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Dakle, x ∈ X\∂X ako i samo ako postoji okolina N od x koja je homeomorfna otvorenoj
kugli u Rn, odnosno homeomorfna Rn.
Sada mozˇemo poopc´iti sljedec´i rezultat ([3], teorem 5.6):
Teorem 2.7.1. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor, S poluizracˇunljiv kompaktan
skup u tom prostoru i x ∈ S tocˇka koja ima okolinu u S homeomorfnuRn, za neki n ∈ N\{0}.
Tada je S izracˇunljiv u x.
Prvo dokazˇimo da mozˇemo maknuti pretpostavku da je S kompaktan, te da zapravo
vrijedi i jacˇa tvrdnja:
Teorem 2.7.2. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor, S poluizracˇunljiv skup u tom
prostoru i x ∈ S tocˇka koja ima okolinu u S homeomorfnu Rn, za neki n ∈ N \ {0}. Tada x
ima izracˇunljivu okolinu u S .
Dokaz. Neka je N okolina od x u S i f : N → Rn homeomorfizam. Neka je a = f (x) i
r > 0 proizvoljan te definiramo
M = f −1(K(a, r)).
Tada je M otvorena okolina od x u N, pa je i okolina od x u S . Buduc´i da je K(a, r)
homeomorfna Rn, M je takoder homeomorfna Rn i sadrzˇana je u kompaktu f −1(K(a, r)).
Dakle, M je ogranicˇen skup, pa postoji i0 ∈ N takav da je
M ⊆ Ii0 .
Ocˇito je M okolina od x u Iˆi0 ∩ S .
Buduc´i da je S poluizracˇunljiv skup, skup Iˆi0 ∩ S je kompaktan. Oznacˇimo
T =
{
j ∈ N | Ii0 ∩ S ⊆ J j
}
.
Kako je
T = p−1i0
( {
(i, j) ∈ N2 | Iˆi ∩ S ⊆ J j
}︸                         ︷︷                         ︸
rekurzivno prebrojiv
)
,
gdje je pi0 : N→ N2,
pi0( j) = (i0, j), j ∈ N,
T je rekurzivno prebrojiv. Sada je prema propoziciji 2.5.1 skup Iˆi0 ∩ S poluizracˇunljiv.
Sada prema teoremu 2.7.1, postoji okolina L od x u Iˆi0 ∩ S takva da je L izracˇunljiv do na
Iˆi0 ∩ S . Tada je ocˇito L izracˇunljiv do na S i lako se vidi da je L okolina od x u S . Dakle S
je izracˇunljiv u x, pa tvrdnja slijedi iz teorema 2.6.8.

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Lema 2.7.3. Neka je (X, d) metricˇki prostor i S ⊆ X n-mnogostrukost. Ako je x ∈ ∂S , tada
za svaki ε > 0 postoji x′ ∈ S \ ∂S takav da je d(x, x′) < ε.
Dokaz. Neka je N okolina od x u S , U otvoren podskup od Hn i f : N → U homeomorfi-
zam takav da je f (x) ∈ BdHn. Neka je V otvoren skup u S takav da je x ∈ V ⊆ N. Kako je
f −1 neprekidna u f (x), postoji ε′ > 0 takav da za sve y ∈ f (V) vrijedi
d′( f (x), y) < ε′ ⇒ d(x, f −1(y)) < ε,
pri cˇemu je d′ euklidska metrika na f (V). Iz svojstava euklidske metrike lako se vidi da
postoji y ∈ (Hn \BdHn)∩ f (V) takav da je d( f (x), y) < ε′. Sada stavimo x′ = f −1(y). Tada
je d(x, x′) < ε, a buduc´i da je g : V → f (V), g(z) = f (z), z ∈ V , homeomorfizam izmedu
okoline od x′ u S i otvorenog podskupa od Hn koji preslikava x′ u tocˇku iz Hn \ BdHn,
imamo x′ < ∂S .

Teorem 2.7.4. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i S poluizracˇunljiva mnogos-
trukost u tom prostoru. Tada je S slabo izracˇunljivo prebrojiv skup.
Dokaz. Neka je x ∈ S i ε > 0. Ako je x ∈ S \ ∂S , tada x ima okolinu homeomorfnu
Rn, za neki n ∈ N \ {0}, pa prema teoremu 2.7.2, postoji izracˇunljiv skup N takav da je
x ∈ N ⊆ S . Buduc´i da su prema propoziciji 2.4.8 izracˇunljive tocˇke guste u izracˇunljivom
skupu, postoji y ∈ N, y izracˇunljiva takva da je d(x, y) < ε.
S druge strane, ako je x ∈ ∂S , tada prema lemi 2.7.3 postoji x′ ∈ S \ ∂S takva da je
d(x, x′) < ε2 . Prema dokazanom, sad imamo da postoji izracˇunljiva tocˇka y ∈ S takva da je
d(y, x′) < ε2 , a iz nejednakosti trokuta sada vidimo da je d(x, y) < ε.

Neka je S poluizracˇunljiva kompaktna mnogostrukost u iracˇunljivom metricˇkom pros-
toru (X, d, α). Prema prethodnom teoremu, za svaki ε > 0 postoji konacˇan skup izracˇunljivih
tocˇaka A ⊆ S tako da vrijedi
A ≈ε S .
Buduc´i da je A konacˇna unija jednocˇlanih izracˇunljivih skupova, A je izracˇunljiv skup.
Stoga vidimo da za svaki ε > 0 postoji izracˇunljiv skup A takav da je
dH(A, S ) < ε,
gdje je dH Hausdorffova metrika. Drugim rijecˇima, poluizracˇunljiva kompaktna mnogos-
trukost se mozˇe po volji dobro aproksimirati izracˇunljivim skupovima.
Sˇtovisˇe, spomenuta aproksimacija se mozˇe i poboljsˇati. Gore spomenut skup A se mozˇe
izabrati tako da A ”pokriva” cˇitavu mnogostrukost S osim eventualno nekog dijela koji je
”blizu” ∂S . O tome govori sljedec´i teorem.
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Teorem 2.7.5. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i S poluizracˇunljiva kompaktna
mnogostrukost u tom prostoru. Tada za svaki ε > 0 postoji izracˇunljiv skup A takav da je
A ⊆ S , dH(A, S ) < ε i
S \ A ≺ε ∂S .
Dokaz. Neka je ε > 0. Odaberimo r > 0 takav da je r < ε i da za skup
U =
⋃
x∈∂S
K(x, r)
vrijedi S \ U , ∅. Za svaki x ∈ S \ U imamo x ∈ S \ ∂S , pa x ima okolinu homeomorfnu
Rn, za neki n ∈ N, a onda prema teoremu 2.7.2 postoji izracˇunljiva okolina Nx od x u S .
Skup S \ U je kompaktan jer je zatvoren i sadrzˇan u kompaktnom skupu S , stoga postoji
k ∈ N i x0, . . . , xk ∈ S \ U tako da je
S \ U ⊆ Nx0 ∪ · · · ∪ Nxk .
Neka je A′ izracˇunljiv skup takav da je A′ ⊆ S i S ≈ ε
2
A′ i neka je
A = A′ ∪ Nx0 ∪ · · · ∪ Nxk .
Imamo da je A izracˇunljiv skup, A ⊆ S i S ≈ ε
2
A, pa je dH(S , A) < ε. Nadalje, zbog
S \ A ⊆ U i definicije skupa U vidimo da je S \ A ≺ε ∂S .

2.8 Izracˇunljive tocˇke u poluizracˇunljivim poliedrima
Za skup J neka je EJ skup svih funkcija x : J → R takvih da je x(α) = 0 za sve osim
konacˇno mnogo α ∈ J.
Lako je provjeriti da je EJ vektorski prostor nad R (s obzirom na uobicˇajeno zbrajanje i
mnozˇenje po komponentama) te da je funkcija d : EJ × EJ → R,
d(x, y) = max {|x(α) − y(α)| | α ∈ J} , x, y ∈ EJ
metrika na EJ. Uocˇimo da je za n ∈ N \ {0} ovako definiran metricˇki prostor E{1,...,n} upravo
jednak Rn.
Neka je n ∈ N i a0, . . . , an ∈ EJ geometrijski nezavisne tocˇke, odnosno n = 0 ili
su a1 − a0, . . . , an − a0 linearno nezavisni vektori u EJ. Neka je σ konveksna ljuska
skupa {a0, . . . , an}. Tada kazˇemo da je σ simpleks u EJ razapet s a0, . . . , an (ili skupom
{a0, . . . , an}). Kazˇemo da su a0, . . . , an vrhovi od σ, a n dimenzija od σ (oznacˇavat c´emo je
sa dimσ). Ako je τ simpleks razapet proizvoljnim nepraznim podskupom od {a0, . . . , an},
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kazˇemo da je τ stranica od σ, a ako je uz to τ , σ, rec´i c´emo da je τ prava stranica od
σ. Uniju svih pravih stranica od σ zovemo rub od σ i oznacˇavamo sa Bdσ. Interior od
σ je skup Intσ = σ \ Bdσ.
Vazˇno je uocˇiti da se ovako definiran rub i interior simpleksa σ ne mora podudarati sa
topolosˇkim rubom i interiorom od σ u EJ.
U nastavku c´emo koristiti sljedec´e dvije cˇinjenice (njihovi dokazi se mogu nac´i u [6]):
(F1) Intσ je otvoren i gust u σ;
(F2) ako je n = dimσ, tada je Intσ homeomorfan otvorenoj kugli u Rn, pa je Intσ home-
omorfan Rn.
Simplicijalni kompleks K u EJ je familija simpleksa u EJ takva da vrijedi:
• ako je σ ∈ K i τ stranica od σ, tada je τ ∈ K ;
• ako su σ, τ ∈ K i σ ∩ τ , ∅, tada je σ ∩ τ stranica i od σ i od τ.
Ako je K simplicijalni kompleks u EJ, tada c´emo uniju ⋃σ∈K σ oznacˇavati sa |K|.
Topologiju na |K| definiramo kao familiju svih skupova U ⊆ |K| takvih da je U∩σ otvoren
u σ, za svaki σ ∈ K . (Lako je provjeriti da je tako definirana familija zaista topologija na
|K|.)
Poliedar je topolosˇki prostor koji je jednak |K|, za neki simplicijalni kompleks |K| u
nekom EJ.
Neka jeK simplicijalni kompleks u EJ i v ∈ EJ. Kazˇemo da je v vrh odK ako je v vrh
nekog simpleksa iz K .
Za simplicijalni kompleks K rec´i c´emo da je lokalno konacˇan ako se svaki vrh od K
nalazi u konacˇno mnogo simpleksa iz K .
Nadalje, ako je K simplicijalni kompleks i σ ∈ K , kazˇemo da je σ maksimalan u K
ako je σ maksimalan element od K s obzirom na inkluziju.
Slicˇno kao u prethodnom poglavlju, htjeli bismo dokazati da je u izracˇunljivom metricˇkom
prostoru svaki poluizracˇunljiv skup koji ima topolosˇki tip poliedra slabo izracˇunljivo pre-
brojiv. Za to c´e nam trebati sljedec´a lema.
Lema 2.8.1. Neka je K simplicijalni kompleks u EJ.
(i) Ako je σ maksimalan u K , tada je Intσ otvoren u |K|.
(ii) Ako je K lokalno konacˇan, tada svaka tocˇka x ∈ |K| lezˇi u nekom maksimalnom
σ ∈ K .
Dokaz.
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(i) Neka je τ ∈ K . Zˇelimo dokazati da je Intσ ∩ τ otvoren u τ.
Ako je τ = σ, tada to slijedi iz 2.8. Pretpostavimo da je τ , σ. Bez smanjenja
opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da je σ∩τ , ∅. Tada je σ∩τ stranica od σ, a kako
je σ maksimalan i σ , τ, σ ∩ τ je prava stranica od σ. Stoga je σ ∩ τ ⊆ Bdσ, pa
mora biti Intσ ∩ τ = ∅. Dakle, u svakom slucˇaju je Intσ otvoren u τ.
(ii) Mozˇe se pokazati da za svaki x ∈ |K| postoji jedinstven σ ∈ K takav da je x ∈ Intσ.
Takoder, ako je σ simpleks u EJ i x ∈ σ, tada postoji jedinstvena stranica τ od σ
takva da je x ∈ Int τ (vidi [6]).
Neka je sada K lokalno konacˇan i x ∈ |K|. Tada postoji jedinstven % ∈ K takav da
je x ∈ Int %. Neka je v proizvoljan vrh od %. Pretpostavimo da je σ ∈ K takav da
je x ∈ σ. Tada postoji stranica τ od σ takva da je x ∈ Int τ. Tada je τ ∈ K i zbog
jedinstvenosti % imamo da je % = τ. Dakle, % ⊆ σ, pa je v ∈ σ. Buduc´i da postoji
samo konacˇno mnogo σ ∈ K takvih da je v ∈ σ, zakljucˇujemo da postoji konacˇno
mnogo σ ∈ K takvih da je x ∈ σ, pa jedan od njih mora biti maksimalan.

U teoremu koji slijedi trebat c´emo sljedec´i rezultat (lema 2.6 u [6]):
simplicijalni kompleks K je lokalno konacˇan ako i samo ako je |K| lokalno kompaktan.
Teorem 2.8.2. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i S poluizracˇunljiv skup u tom
prostoru. Ako S ima topolosˇki tip poliedra, tada je S slabo izracˇunljivo prebrojiv skup.
Dokaz. Neka je J skup i K simplicijalni kompleks u EJ takav da je S homeomorfan |K|.
Buduc´i da je S poluizracˇunljiv, presjek S s proizvoljnom zatvorenom kuglom u (X, d) je
kompaktan skup, pa je S lokalno kompaktan. Dakle i |K| je lokalno kompaktan, pa je i
lokalno konacˇan. Neka je
D =
{
x ∈ |K| | postoji σ ∈ K takav da je σ maksimalan i x ∈ Intσ} .
Tvrdimo da je D gust u |K|. Neka je U otvoren neprazan podskup od |K| i y ∈ U. Prema
lemi 2.8 (ii), postoji maksimalni simpleks σ ∈ K takav da je y ∈ σ. Imamo da je U ∩ σ
otvoren neprazan podskup σ, a kako je Intσ gust u σ, mora biti
(U ∩ σ) ∩ Intσ , ∅,
a onda i
U ∩ Intσ , ∅.
Ocˇito je Intσ ⊆ D. Stoga U ∩ D , ∅, pa je D gust u |K|.
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Prema lemi 2.8 (i) i (F2), svaka tocˇka u D ima otvorenu okolinu u |K| homeomorfnu
nekom Rn. Buduc´i da su S i |K| homeomorfni, zakljucˇujemo da postoji gust podskup D′
od S takav da svaka tocˇka iz D′ ima okolinu u S homeomorfnu nekom Rn. Sada analogno
kao u teoremu 2.7.4 zakljucˇujemo da je S slabo izracˇunljivo prebrojiv skup.

Poglavlje 3
Izracˇunljiv topolosˇki prostor
3.1 Definicija izracˇunljivog topolosˇkog prostora i
osnovna svojstva
Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor te i, j ∈ N. Kazˇemo da su Ii i I j formalno
disjunktni i pisˇemo Ii  I j, ako je
d(λi, λ j) > %i + % j
Ocˇito vrijedi Ii  I j ⇒ Ii ∩ I j = ∅.
Kazˇemo da je Ii formalno sadrzˇan u I j i pisˇemo Ii ⊆F I j ako je
d(λi, λ j) + %i < % j
Ocˇito vrijedi Ii ⊆F I j ⇒ Ii ⊆ I j.
Propozicija 3.1.1. Skupovi
S =
{
(i, j) ∈ N2 | Ii  I j
}
, T =
{
(i, j) ∈ N2 | Ii ⊆F I j
}
su rekurzivno prebrojivi.
Dokaz. Imamo
S =
{
(i, j) ∈ N2 | d(λi, λ j) − %i − % j > 0
}
, T =
{
(i, j) ∈ N2 | % j − %i − d(λi, λ j) > 0
}
Kako su funkcije (i, j) 7→ d(λi, λ j)− %i − % j, (i, j) 7→ % j − %i − d(λi, λ j) rekurzivne N2 → R,
tvrdnja slijedi iz propozicije 1.3.7.

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Lema 3.1.2. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Tada za proizvoljne x ∈ X i
r > 0 postoji i ∈ N takav da je x ∈ Ii i %i < r.
Dokaz. Ocˇito postoji k ∈ N takav da je qk < r, a zbog gustoc´e niza α, postoji l ∈ N tako da
d(x, αl) < qk. Sada postoji i ∈ N takav da je (τ1(i), τ2(i)) = (l, k), pa je λi = ατ1(i) = αl, %i =
ατ2(i) = qk. Imamo x ∈ K(λi, %i) = Ii te %i < r.

Neka je (X,T ) topolosˇki prostor te (Ii)i∈N niz u T takav da je {Ii | i ∈ N} baza topologije
T . Za (X,T , (Ii)) kazˇemo da je izracˇunljiv topolosˇki prostor ako postoje rekurzivno
prebrojivi skupovi FD, FS ⊆ N2 sa sljedec´im svojstvima:
1. (i, j) ∈ FD ⇒ ( j, i) ∈ FD
2. (i, j), ( j, k) ∈ FS ⇒ (i, k) ∈ FS
3. (i, j) ∈ FD ⇒ Ii ∩ I j = ∅
4. (i, j) ∈ FS ⇒ Ii ⊆ I j
5. (i, j) ∈ FS , ( j, k) ∈ FD ⇒ (i, k) ∈ FD
6. x, y ∈ X, x , y ⇒ (∃i, j ∈ N) x ∈ Ii, y ∈ I j, (i, j) ∈ FD
7. x ∈ Ii ∩ I j ⇒ (∃k ∈ N) x ∈ Ik, (k, i) ∈ FS , (k, j) ∈ FS
za sve i, j, k ∈ N.
Napomena 3.1.3. Kad govorimo o izracˇunljivom topolosˇkom prostoru, onda pod FD i FS
podrazumijevamo skupove iz gornje definicije.
Primjer 3.1.4. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor. Tada je (X,Td, (Ii)) izracˇunljiv
topolosˇki prostor.
Ocˇito je {Ii | i ∈ N} baza topologije Td. Definiramo skupove FD, FS ⊆ N2 na sljedec´i
nacˇin:
FD =
{
(i, j) ∈ N2 | Ii  I j
}
FS =
{
(i, j) ∈ N2 | Ii ⊆F I j
}
Prema propoziciji 3.1.1, FD i FS su rekurzivno prebrojivi. Takoder, ocˇito je da vrijedi 1,
3, 4.
Neka su (i, j), ( j, k) ∈ FS . Tada je
d(λi, λ j) + %i < % j,
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d(λ j, λk) + % j < %k,
pa zbrajanjem gornjih nejednakosti i primjenom nejednakosti trokuta dobivamo
d(λi, λk) + %i ≤ d(λi, λ j) + d(λ j, λk) + %i < %k
Dakle, (i, k) ∈ FS , iz cˇega slijedi 2.
Neka su sada (i, j) ∈ FS , ( j, k) ∈ FD. Pretpostavimo (i, k) < FD. Tada imamo
d(λi, λk) ≤ %i + %k
a iz (i, j) ∈ FS je
d(λi, λ j) + %i < % j
Zbrajanjem ovih nejednakosti i primjenom nejednakosti trokuta dobivamo
d(λ j, λk) < %k + % j
sˇto je u kontradikciji s ( j, k) ∈ FD. Dakle mora biti (i, k) ∈ FD, pa vrijedi 5.
Neka su x, y ∈ X, x , y. Neka je r := d(x, y)
4
. Prema lemi 3.1.2, postoje i, j ∈ N
takvi da je x ∈ Ii, %i < r i y ∈ I j, % j < r. Tvrdimo da je Ii  I j, odnosno (i, j) ∈ FD.
Pretpostavimo suprotno. Tada je
d(λi, λ j) ≤ %i + % j
pa imamo
d(x, y) ≤ d(x, λi)︸  ︷︷  ︸
<%i<r
+ d(λi, λ j)︸   ︷︷   ︸
≤%i+% j<2r
+ (λ j, y)︸︷︷︸
<% j<r
< 4r = d(x, y)
Ovo je kontradikcija, pa je (i, j) ∈ FD. Slijedi 6.
Neka je x ∈ Ii ∩ I j. Tada ocˇito postoji r > 0 takav da je
2r + d(x, λi) < %i,
2r + d(x, λ j) < % j
Takoder, prema lemi 3.1.2, postoji k ∈ N takav da je x ∈ Ik, %k < r. Sada imamo
d(λk, λi) + %k ≤ d(λk, x)︸  ︷︷  ︸
<%k<r
+d(x, λi) + %k︸︷︷︸
<r
< 2r + d(x, λi) < %i
Dakle, (k, i) ∈ FS . Analogno dokazujemo (k, j) ∈ FS . Stoga vrijedi 7.
Slijedi da je (X,Td, (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. 
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Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor i neka su i, b ∈ N.
Kazˇemo da su Ii i Jb FD-disjunktni i pisˇemo Ii FD Jb ako je (i, j) ∈ FD, za sve j ∈ [b].
Ocˇito za i, b ∈ N vrijedi:
Ii FD Jb ⇒ Ii ∩ Jb = ∅
Propozicija 3.1.5. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Skup
Ω =
{
(i, b) ∈ N2 | Ii FD Jb
}
je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Imamo
(i, b) ∈ Ω ⇔ (i, j) ∈ FD, ∀ j ∈ [b]
⇔ {i} × [b] ⊆ FD
Definiramo Φ : N→ P(N2),
Φ(i, b) = {i} × [b], i, b ∈ N
Iz propozicije 1.4.2 i napomene 1.4.8 slijedi da je Φ r.r.o. funkcija i vrijedi
Ω =
{
(i, b) ∈ N2 | Φ(i, b) ⊆ FD
}
Iz teorema 1.4.9 slijedi da je Ω rekurzivno prebrojiv skup.

Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor i neka su a, b ∈ N.
Kazˇemo da su Ja i Jb FD-disjunktni i pisˇemo Ja FD Jb ako je (i, j) ∈ FD, za sve i ∈
[a], j ∈ [b].
Uocˇimo:
Ja FD Jb ⇔ Ii FD Jb, ∀i ∈ [a]
Propozicija 3.1.6. Skup
A =
{
(a, b) ∈ N2 | Ja FD Jb
}
je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Imamo
(a, b) ∈ A ⇔ [a] × [b] ⊆ FD
Sada analogno kao u propoziciji 3.1.5 zakljucˇujemo da je A rekurzivno prebrojiv.

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Propozicija 3.1.7. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor i neka su n, i0, . . . , in ∈
N, x ∈ X takvi da je x ∈ Ii0∩· · ·∩Iin . Tada postoji k ∈ N takav da je x ∈ Ik, (k, i0), . . . , (k, in) ∈
FS .
Dokaz. Dokazujemo tvrdnju indukcijom po n.
Ako je x ∈ Ii0 , za neki i0 ∈ N, tada je x ∈ Ii0 ∩ Ii0 pa tvrdnja slijedi iz svojstva 7.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N. Neka su i0, . . . , in+1 ∈ N i x ∈ Ii0 ∩ · · · ∩
Iin+1 . Kako je x ∈ Ii0 ∩ · · · ∩ Iin , prema pretpostavci postoji k ∈ N takav da je
x ∈ Ik, (k, i0), . . . , (k, in) ∈ FS
Sada je x ∈ Ik ∩ In+1 pa iz svojstva 7 slijedi da postoji l ∈ N takav da je
x ∈ Il, (l, k), (l, in+1) ∈ FS
Iz tranzitivnosti relacije FS , odnosno prema 2, slijedi da je i (l, i0), . . . , (l, in) ∈ FS pa
slijedi trazˇena tvrdnja.

Propozicija 3.1.8. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor i neka su x ∈ X te K
neprazan kompaktan skup u (X,T ) takav da x < K. Tada postoje k, b ∈ N takvi da je
x ∈ Ik, K ⊆ Jb i Ik FD Jb.
Dokaz. Za y ∈ K imamo da je x , y pa prema 6 postoje iy, jy ∈ N takvi da je
x ∈ Iiy , y ∈ I jy , (iy, jy) ∈ FD
Ocˇito je
{
I jy | y ∈ K
}
otvoren pokrivacˇ od K pa postoje y0, . . . , yn ∈ K takvi da je
K ⊆ I jy0 ∪ · · · ∪ I jyn (3.1.1)
Imamo da je
x ∈ Iiy0 ∩ · · · ∩ Iiyn
pa prema prethodnoj propoziciji postoji k ∈ N takav da je x ∈ Ik, (k, iy0), . . . , (k, iyn) ∈ FS .
Prema svojstvu 5 imamo da je
(k, jy0), . . . , (k, jyn) ∈ FD (3.1.2)
Neka je b ∈ N takav da je [b] =
{
jy0 , . . . , jyn
}
Sada zbog (3.1.1) imamo K ⊆ Jb, a zbog
(3.1.2) je Ik FD Jb.

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Neka su i, b ∈ N. Kazˇemo da je Ii FS-sadrzˇan u Jb i pisˇemo Ii ⊆FS Jb ako postoji
j ∈ [b] takav da je (i, j) ∈ FS .
Neka su a, b ∈ N. Kazˇemo da je Ja FS-sadrzˇan u Jb i pisˇemo Ja ⊆FS Jb ako je Ii
FS-sadrzˇan u Jb, za svaki i ∈ [a].
Propozicija 3.1.9. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Skupovi
S 1 =
{
(i, b) ∈ N2 | Ii ⊆FS Jb
}
,
S 2 =
{
(a, b) ∈ N2 | Ja ⊆FS Jb
}
su rekurzivno prebrojivi.
Dokaz. Imamo
(i, b) ∈ S 1 ⇔ (∃ j ∈ [b]) (i, j) ∈ FS
⇔ (∃ j ∈ N) (i, j) ∈ FS , j ∈ [b]
⇔ (∃ j ∈ N) (i, b, j) ∈ T1 ∩ T2,
gdje je
T1 =
{
(i, b, j) ∈ N3 | (i, j) ∈ FS
}
,
T2 =
{
(i, b, j) ∈ N3 | j ∈ [b]
}
Vidimo da je T1 = p−1(FS ), za p : N3 → N2,
p(i, b, j) = (i, j), i, b, j ∈ N
pa je prema propoziciji 1.3.4 T1 rekurzivno prebrojiv. Takoder, uocˇimo da je
χT2(i, b, j) = χ[b]( j) = Φ(b, j),
za sve i, b, j ∈ N, pri cˇemu je
Φ(b) = [b], b ∈ N
Kako je, prema napomeni 1.4.11, Φ r.r.o. funkcija, Φ je rekurzivna, a onda i χT2 . Dakle,
T2 je rekurzivan. Sada iz propozicije 1.3.5 slijedi da je T1 ∩ T2 rekurzivno prebrojiv te iz
teorema 1.3.3 imamo da je S 1 rekurzivno prebrojiv.
Imamo
(a, b) ∈ S 2 ⇔ (∀i ∈ [a]) (i, b) ∈ S 1
⇔ [a] × {b} ⊆ S 1
Funkcija Φ : N2 → P(N2),
Φ(a, b) = [a] × {b}, a, b ∈ N
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je prema propoziciji 1.4.2 r.r.o. i vrijedi
S 2 =
{
(a, b) ∈ N2 | Φ(a, b) ⊆ S 1
}
Sada je, prema teoremu 1.4.9, S 2 rekurzivno prebrojiv.

Propozicija 3.1.10. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Neka je K neprazan
kompaktan skup u (X,T ) i a, b ∈ N takvi da je K ⊆ Ja ∩ Jb. Tada postoji c ∈ N takav da je
K ⊆ Jc, Jc ⊆FS Ja i Jc ⊆FS Jb.
Dokaz. Neka je x ∈ K. Tada je x ∈ Ja i x ∈ Jb pa postoje i ∈ [a], j ∈ [b] takvi da je x ∈ Ii
i x ∈ I j. Kako je x ∈ Ii ∩ I j, prema 7, postoji k ∈ N tako da je x ∈ Ik te (k, i), (k, j) ∈ FS . Iz
ovoga slijedi da je Ik ⊆FS Ja i Ik ⊆FS Jb.
Dakle, za svaki x ∈ K postoji kx ∈ N tako da je
x ∈ Ikx , Ikx ⊆FS Ja, Ikx ⊆FS Jb (3.1.3)
Ocˇito je
{
Ikx | x ∈ K
}
otvoren pokrivacˇ od K u (X,T ) pa buduc´i da je K kompaktan, postoji
n ∈ N i x0, . . . , xn ∈ K tako da je
K ⊆ Ikx0 ∪ · · · ∪ Ikxn
Neka je c ∈ N takav da je
((c)0, . . . , (c)c) =
(
kx0 , . . . , kxn
)
Tada [c] =
{
kx0 , . . . , kxn
}
pa je Jc = Ikx0 ∪ · · · ∪ Ikxn , a onda je K ⊆ Jc. Takoder, iz (3.1.3) je
ocˇito Jc ⊆FS Ja i Jc ⊆FS Jb.

Napomena 3.1.11. Neka su i, a, b, c, d ∈ N. Tada:
(i) Ja ⊆FS Jb ⊆FS Jc ⇒ Ja ⊆FS Jc
(ii) Jb ⊆FS Ja i Ii FD Ja ⇒ Ii FD Jb
(iii) Jb ⊆FS Ja i Ja FD Jc ⇒ Jb FD Jc
(iv) Jb ⊆FS Ja, Jd ⊆FS Jc i Ja FD Jc ⇒ Jb FD Jd
Iz prethodne propozicije i napomene indukcijom lako dobivamo sljedec´e:
Korolar 3.1.12. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Neka su n, a0, . . . , an ∈ N
i K neprazan kompaktan skup u (X,T ) takav da je K ⊆ Ja0 ∩ · · · ∩ Jan . Tada postoji c ∈ N
takav da je K ⊆ Jc i Jc ⊆FS Jai , za i = 0, . . . , n.
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Propozicija 3.1.13. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor te neka su K i L ne-
prazni kompaktni skupovi u (X,T ) i K ∩ L = ∅. Tada postoje a, b ∈ N takvi da K ⊆ Ja,
L ⊆ Jb i Ja FD Jb.
Dokaz. Neka je x ∈ K. Tada x < L pa prema propoziciji 3.1.8, postoje kx, bx ∈ N takvi da
x ∈ Ikx , L ⊆ Jbx , Ikx FD Jbx
Sada je
{
Ikx | x ∈ K
}
otvoren pokrivacˇ od K pa postoje n ∈ N i x0, . . . , xn ∈ K takvi da
K ⊆ Ikx0 ∪ · · · ∪ Ikxn
Takoder, ocˇito je
L ⊆ Jbx0 ∩ · · · ∩ Jbxn
Prema prethodnom korolaru, postoji c ∈ N takav da
L ⊆ Jc i Jc ⊆FS Jbxi , za i = 0, . . . , n.
Neka je i ∈ {0, . . . , n}. Buduc´i da je Ikxi FD Jbxi i Jc ⊆FS Jbxi , prema prethodnoj napomeni
je Ikxi FD Jc. Neka je d ∈ N takav da je
[d] =
{
kx0 , . . . , kxn
}
Tada je K ⊆ Jd i Jd FD Jc.

Teorem 3.1.14. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Neka su n ∈ N, K0, . . . ,Kn
neprazni kompaktni skupovi u (X,T ) i e0, . . . , en ∈ N takvi da je K ⊆ Jei , i = 0, . . . , n. Tada
postoje c0, . . . , cn ∈ N takvi da K ⊆ Jci , Jci ⊆FS Jei , i = 0, . . . , n te ako je Ki ∩ K j = ∅, tada
je Jci FD Jc j , za sve i, j ∈ {0, . . . , n}.
Dokaz. Neka je
D =
{
(i, j) | Ki ∩ K j = ∅
}
Prema prethodnoj propoziciji, za sve i, j ∈ {0, . . . , n} takve da (i, j) ∈ D postoje ai j, bi j ∈ N
takvi da
Ki ⊆ Jai j , K j ⊆ Jbi j , Jai j FD Jbi j
Za i ∈ {0, . . . , n} definiramo
Γi = {ei} ∪
{
ai j | j ∈ {0, . . . , n}, (i, j) ∈ D
}
∪
{
b ji | j ∈ {0, . . . , n}, ( j, i) ∈ D
}
Ocˇito je Γi konacˇan neprazan podskup od N, za svaki i ∈ {0, . . . , n}.
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Takoder, uocˇimo da za u ∈ Γi imamo Ki ⊆ Ju, pa prema korolaru 3.1.12, postoji ci ∈ N
takav da
Ki ⊆ Jci , Jci ⊆FS Ju, ∀u ∈ Γi
Ocˇito je tada Jci ⊆FS Jei , za i = 0, . . . , n.
Isto tako, uocˇimo da za i, j ∈ {0, . . . , n} takve da Ki ∩ K j = ∅ postoje u ∈ Γi, v ∈ Γ j
takvi da su Ju FD Jv. Kako je Jci ⊆FS Ju i Jc j ⊆FS Jv, prema napomeni 3.1.11 je Jci FD Jc j .

Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor.
Za zatvoren skup S u (X,T ) kazˇemo da je izracˇunljivo prebrojiv u (X,T , (Ii)) ako je
skup
{i ∈ N | Ii ∩ S , ∅}
rekurzivno prebrojiv.
Za kompaktan skup S u (X,T ) kazˇemo da je poluizracˇunljiv u (X,T , (Ii)) ako je skup{
j ∈ N | S ⊆ J j
}
rekurzivno prebrojiv.
Za kompaktan skup S u (X,T ) kazˇemo da je izracˇunljiv u (X,T , (Ii)) ako je izracˇunljivo
prebrojiv i poluizracˇunljiv.
Za x ∈ X kazˇemo da je izracˇunljiva tocˇka u (X,T , (Ii)) ako je skup
{i ∈ N | x ∈ Ii}
rekurzivno prebrojiv.
Uocˇimo: x je izracˇunljiva tocˇka⇔ {x} izracˇunljivo prebrojiv
Napomena 3.1.15. Neka je (X, d, α) izracˇunljiv metricˇki prostor i x ∈ X. Tada:
x izracˇunljiva tocˇka u (X, d, α)⇔ x izracˇunljiva tocˇka u (X,Td, (Ii))
Naime, vrijedi
x izracˇunljiva tocˇka u (X, d, α)
2.4.3⇔ {x} izracˇunljivo prebrojiv u (X, d, α)
⇔ {x} izracˇunljivo prebrojiv u (X,Td, (Ii))
⇔ x izracˇunljiva tocˇka u (X,Td, (Ii))
Propozicija 3.1.16. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Tada je x ∈ X
izracˇunljiva tocˇka ako i samo ako je skup {x} izracˇunljiv.
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Dokaz. Pretpostavimo da je x ∈ X izracˇunljiva tocˇka. Tada je skup {x} izracˇunljivo prebro-
jiv. Neka su
S =
{
j ∈ N | x ∈ J j
}
,
S 1 = {i ∈ N | x ∈ Ii}
Imamo
j ∈ S ⇔ (∃i ∈ [ j]) i ∈ S 1
⇔ (∃i ∈ N) i ∈ [ j], i ∈ S 1
⇔ (∃i ∈ N) ( j, i) ∈ T,
gdje je
T =
{
( j, i) ∈ N2 | i ∈ [ j], i ∈ S 1
}
Kako je funkcija j 7→ [ j] r.r.o. i skup S 1 rekurzivno prebrojiv, lako se vidi da je skup T
rekurzivno prebrojiv. Sada iz teorema 1.3.3 slijedi da je S rekurzivno prebrojiv. Dakle, {x}
je poluizracˇunljiv, a onda i izracˇunljiv.
Obratno, ako je {x} izracˇunljiv skup, tada je po definiciji i izracˇunljivo prebrojiv, a onda
je ocˇito x izracˇunljiva tocˇka.

Propozicija 3.1.17. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor i x ∈ X. Ako je {x}
poluizracˇunljiv, tada je {x} izracˇunljiv.
Dokaz. Neka su
S =
{
j ∈ N | x ∈ J j
}
,
T = {i ∈ N | x ∈ Ii} ,
Ω =
{
(i, j) ∈ N | ( j)0 = i, j = 0
}
Ω je ocˇito rekurzivan skup i za svaki i ∈ N postoji j ∈ N takav da je (i, j) ∈ Ω. Sada prema
teoremu 1.3.6 postoji rekurzivna funkcija f : N → N takva da je (i, f (i)) ∈ Ω, za svaki
i ∈ N.
Uocˇimo da je za (i, j) ∈ Ω, Ii = J j, pa je Ii = J f (i), za svaki i ∈ N. Sada je
T = {i ∈ N | x ∈ Ii}
=
{
i ∈ N | x ∈ J f (i)
}
= {i ∈ N | f (i) ∈ S }
= f −1(S )
Kako je prema pretpostavci S rekurzivno prebrojiv, prema propoziciji 1.3.4, T je rekur-
zivno prebrojiv skup.

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3.2 Lancˇasti kontinuumi
Za povezan i kompaktan metricˇki prostor kazˇemo da je kontinuum.
Neka je X skup i C0, . . . ,Cm konacˇan niz podskupova od X. Za C0, . . . ,Cm kazˇemo da
je lanac u X ako
Ci ∩C j , ∅ ⇔ |i − j| ≤ 1,
za sve i, j ∈ {0, . . . ,m}.
Neka su C0, . . . ,Cm i S skupovi. Kazˇemo da C0, . . . ,Cm pokriva S ako je S ⊆ C0∪· · ·∪
Cm. Kazˇemo da C0, . . . ,Cm pokriva S od a do b ako C0, . . . ,Cm pokriva S te je a ∈ C0,
b ∈ Cm.
Neka je (X, d) metricˇki prostor, C0, . . . ,Cm lanac u X i ε > 0. Kazˇemo da je C0, . . . ,Cm
ε-lanac u (X, d) ako je diam(Ci) < ε, za svaki i ∈ {0, . . . ,m}. Za lanac C0, . . . ,Cm kazˇemo
da je otvoreni lanac u (X, d) ako su C0, . . . ,Cm otvoreni skupovi u (X, d). Analogno defi-
niramo kompaktni lanac u (X, d).
Za kontinuum (X, d) kazˇemo da je lancˇasti kontinuum ako za svaki ε > 0 postoji
otvoreni ε-lanac u (X, d) koji pokriva X.
Neka je (X, d) kontinuum i a, b ∈ X. Za (X, d) kazˇemo da je kontinuum lancˇast od a
do b ako za svaki ε > 0 postoji otvoreni ε-lanac koji pokriva X od a do b.
Propozicija 3.2.1. Neka je (X, d) kontinuum i a, b ∈ X. Tada je (X, d) lancˇast od a do b
ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji kompaktan ε-lanac koji pokriva X od a do b.
Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) lancˇast od a do b. Neka je ε > 0 i C0, . . . ,Cm otvoreni ε-
lanac koji pokriva X od a do b. Tada je {C0, . . . ,Cm} otvoreni pokrivacˇ od (X, d), pa buduc´i
da je (X, d) kompaktan, postoji λ > 0 Lebesgueov broj tog pokrivacˇa. Takoder,{
K(x, λ3 ) | x ∈ X
}
je otvoren pokrivacˇ od (X, d), pa postoji n ∈ N i x0, . . . , xn ∈ X takvi da je
X =
n⋃
i=0
K(xi, λ3 )
Za i ∈ {0, . . . ,m} definiramo
K′i =
⋃
j∈{0,...,n},
K(x j,
λ
3 ) ⊆ Ci
K(x j, λ3 )
Sada neka je
Ki =

K′0 ∪ {a}, i = 0
K′i , i ∈ {1, . . . ,m − 1}
K′m ∪ {b}, i = m
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Kako su K0, . . . ,Km zatvoreni u (X, d), a (X, d) je kompaktan, K0, . . . ,Km su kompaktni u
(X, d). Takoder, K0, . . . ,Km pokriva X od a do b. Naime, za proizvoljan x ∈ X postoji
j ∈ {0, . . . , n} takav da je x ∈ K(x j, λ3 ). Kako je
diam
(
K(x j, λ3 )
)
≤ 2
3
λ < λ,
postoji i ∈ {0, . . . ,m} takav da je K(x j, λ3 ) ⊆ Ci, a onda je i K(x j, λ3 ) ⊆ Ki pa je x ∈ Ki.
Dakle,
X =
m⋃
i=0
Ki.
Iz definicije skupova Ki i zbog a ∈ C0, b ∈ Cm, imamo Ki ⊆ Ci, za svaki i ∈ {0, . . . ,m}.
Neka su i, j ∈ {0, . . . ,m} takvi da je |i − j| > 1. Tada je
Ki ∩ K j ⊆ Ci ∩C j = ∅
Neka je i ∈ {0, . . . ,m − 1}. Pretpostavimo da je Ki ∩ Ki+1 = ∅. Tada je
(K0 ∪ · · · ∪ Ki,Ki+1 ∪ · · · ∪ Km)
separacija od (X, d), sˇto je u kontradikciji s povezanosˇc´u od (X, d). Dakle, Ki∩Ki+1 , ∅, za
sve i ∈ {0, . . . ,m − 1}. Preostaje josˇ dokazati da je Ki , ∅, za svaki i ∈ {0, . . . ,m}. Za i = 0
i i = m tvrdnja je jasna, a za i ∈ {1, . . . ,m− 1} bi u suprotnom ponovno imali kontradikciju
s povezanosˇc´u od (X, d) jer bi
(K0 ∪ · · · ∪ Ki−1,Ki+1 ∪ · · · ∪ Km)
bila separacija od (X, d). Naposlijetku, zbog Ki ⊆ Ci imamo
diam(Ki) ≤ diam(Ci) < ε,
za svaki i ∈ {0, . . . ,m}. Dakle, K0, . . . ,Km je kompaktni ε-lanac koji pokriva (X, d) od a do
b.
Obratno, pretpostavimo da za svaki ε > 0 postoji kompaktan ε-lanac koji pokriva X od
a do b. Neka je ε > 0 proizvoljan i neka je K0, . . . ,Km kompaktni ε2 -lanac koji pokriva X
od a do b. Neka je
λ =
1
2
min
{
d(Ki,K j) | i, j ∈ {0, . . . ,m}, |i − j| > 1
}
Tada je ocˇito λ > 0. Neka je r = min
{
λ, ε4
}
. Za i ∈ {0, . . . ,m} neka je
Ci =
⋃
x∈Ki
K(x, r)
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Tvrdimo da je C0, . . . ,Cm otvoreni ε-lanac koji pokriva X od a do b. Ocˇito je Ki ⊆ Ci, za
svaki i ∈ {0, . . . ,m}, iz cˇega slijedi da je a ∈ C0, b ∈ Cm, |i − j| ≤ 1 ⇒ Ci ∩ C j , ∅ te
C0, . . . ,Cm pokriva X.
Neka je |i − j| > 1. Pretpostavimo da je Ci ∩C j , ∅ i neka je z ∈ Ci ∩C j. Tada postoje
x ∈ Ki i y ∈ K j takvi da je z ∈ K(x, r) ∩ K(y, r). Sada je
d(Ki,K j) ≤ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < 2r ≤ 2λ ≤ d(Ki,K j),
sˇto je kontradikcija. Dakle |i − j| > 1 ⇒ Ci ∩C j = ∅.
Neka je i ∈ {0, . . . ,m} i neka su x, y ∈ Ci. Tada postoje x1, y1 ∈ Ki takvi da je x ∈
K(x1, r) i y ∈ K(y1, r). Sada je
d(x, y) ≤ d(x, x1)︸  ︷︷  ︸
<r
+ d(x1, y1)︸   ︷︷   ︸
≤diam(Ki)
+ d(y1, y)︸  ︷︷  ︸
<r
<
ε
2
+ diam(Ki),
a onda je i
diam(Ci) ≤ ε2 + diam(Ki)︸    ︷︷    ︸
< ε2
< ε
Dakle, C0, . . . ,Cm je otvoreni ε-lanac koji pokriva X od a do b. Slijedi da je (X, d) lancˇast
od a do b.

Za topolosˇki prostor X kazˇemo da je Hausdorffov kontinuum ako je X kompaktan,
povezan i Hausdorffov.
Neka je C0, . . . ,Cm lanac u skupu X iU ⊆ P(X). Za C0, . . . ,Cm kazˇemo da jeU-lanac
ako za svaki i ∈ {0, . . . ,m} postoji U ∈ U takav da je Ci ⊆ U. Ako su uz to C0, . . . ,Cm
otvoreni skupovi, tada kazˇemo da je C0, . . . ,Cm otvoreniU-lanac.
Neka je X Hausdorffov kontinuum. Kazˇemo da je X lancˇast Hausdorffov kontinuum
ako za svaki otvoren pokrivacˇU od X postoji otvoreniU-lanac u X koji pokriva X.
Neka je X Hausdorffov kontinuum i a, b ∈ X. Za X kazˇemo da je Hausdorffov konti-
nuum lancˇast od a do b ako za svaki otvoren pokrivacˇU od X postoji otvoreniU-lanac u
X koji pokriva X od a do b.
Propozicija 3.2.2. Neka je (X, d) metricˇki prostor.
1. (X, d) je lancˇasti kontinuum ako i samo ako je (X,Td) Hausdorffov lancˇasti konti-
nuum.
2. (X, d) je kontinuum lancˇast od a do b ako i samo ako je (X,Td) Hausdorffov konti-
nuum lancˇast od a do b.
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Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) lancˇasti kontinuum. Tada je ocˇito (X,Td) Hausdorffov
kontinuum. Neka je U otvoren pokrivacˇ od (X,Td). Tada postoji λ > 0 Lebesgueov broj
odU. Neka je C0, . . . ,Cm λ-lanac u (X, d) koji pokriva X. Tada je C0, . . . ,Cm iU-lanac u
(X,Td). Dakle, (X,Td) je lancˇast Hausdorffov kontinuum.
Obratno, pretpostavimo da je (X,Td) Hausdorffov lancˇasti kontinuum. Neka je ε > 0.
Kako je
U =
{
K(x, ε3 ) | x ∈ X
}
otvoren pokrivacˇ od (X,Td), postojiU-lanac C0, . . . ,Cm koji pokriva X.
Za i ∈ {0, . . . ,m} postoji x ∈ X takav da je Ci ⊆ K(x, ε3 ), pa je
diam(Ci) ≤ diam
(
K(x, ε3 )
)
≤ 2
3
ε < ε
Slijedi da je C0, . . . ,Cm ε-lanac u (X, d) koji pokriva X. Dakle, (X, d) je lancˇasti kontinuum.
Analogno dokazujemo i drugu ekvivalenciju.

Lema 3.2.3. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor i k ∈ N \ {0}. Tada postoji
rekurzivna funkcija g : Nk → N takva da je
Jx1 ∪ · · · ∪ Jxk = Jg(x1,...,xk),
za sve x1, . . . , xk ∈ N.
Dokaz. Neka je
Γ =
{
(x1, . . . , xk, i) ∈ Nk+1 | [x1] ∪ · · · ∪ [xk] = [i]
}
Kako su (x1, . . . , xk) 7→ [x1] ∪ · · · ∪ [xk] i i 7→ [i] r.r.o. funkcije, prema korolaru 1.4.5, Γ je
rekurzivan.
Za proizvoljne x1, . . . , xk ∈ N skup [x1] ∪ · · · ∪ [xk] je konacˇan neprazan podskup od N
pa postoji i ∈ N takav da je [x1] ∪ · · · ∪ [xk] = [i]. Prema teoremu 1.3.6, postoji rekurzivna
funkcija g : Nk → N takva da je (x, g(x)) ∈ Γ, za svaki x ∈ Nk. Dakle
[x1] ∪ · · · ∪ [xk] = [g(x1, . . . , xk)],
iz cˇega je
Jx1 ∪ · · · ∪ Jxk = Jg(x1,...,xk),
za sve x1, . . . , xk ∈ N.

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Propozicija 3.2.4. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor, S poluizracˇunljiv skup
u (X,T , (Ii)) i k ∈ N \ {0}. Tada je
Ω =
{
(x1, . . . , xk) ∈ Nk | S ⊆ Jx1 ∪ · · · ∪ Jxk
}
rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Neka je
Γ =
{
j ∈ N | S ⊆ J j
}
i g : Nk → N funkcija iz prethodne leme.
Tada je
(x1, . . . , xk) ∈ Ω ⇔ g(x1, . . . , xk) ∈ Γ
Stoga je Ω = g−1(Γ), pa buduc´i da je Γ rekurzivno prebrojiv, iz propozicije 1.3.4 je to i Ω.

Teorem 3.2.5. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Neka je S poluizracˇunljiv
u (X,T , (Ii)) i a, b ∈ X izracˇunljive tocˇke. Pretpostavimo da je S kao potprostor od (X,T )
Hausdorffov kontinuum lancˇast od a do b. Tada je S izracˇunljiv u (X,T , (Ii)).
Dokaz. Ako je S jednocˇlan, tada tvrdnja slijedi iz propozicije 3.1.17. Pretpostavimo da je
card(S ) ≥ 2 i oznacˇimo s TS relativnu topologiju na S .
Zˇelimo dokazati da je S izracˇunljivo prebrojiv. Neka je i ∈ N takav da je Ii ∩ S , ∅.
Tvrdimo da tada postoji x ∈ Ii ∩ S takav da x < {a, b}. Pretpostavimo suprotno, da je
Ii ∩ S , ∅ i Ii ∩ S ⊆ {a, b}. Imamo da je Ii ∩ S neprazan otvoren skup u (S ,TS ), a kako
je konacˇan, zbog Hausdorffovosti je i zatvoren u (S ,TS ). Buduc´i da je (S ,TS ) povezan,
mora biti Ii ∩ S = S , no onda je S konacˇan i Hausdorffov, pa je TS = P(S ). Ovo je u
kontradikciji s povezanosˇc´u od (S ,TS ) jer je card(S ) ≥ 2. Dakle, postoji x ∈ Ii ∩ S takav
da x < {a, b}.
Buduc´i da je (S ,TS ) kompaktan i Hausdorffov, (S ,TS ) je i normalan. Isto tako, kao
potprostor od (X,T ), (S ,TS ) zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti. Iz ovoga slijedi da je
(S ,TS ) metrizabilan. Neka je d metrika na S takva da je Td = TS . Prema propoziciji 3.2.2,
(S , d) je kontinuum lancˇast od a do b.
Neka je sada r > 0 takav da je K(x, r) ⊆ Ii ∩ S i λ = min{r, d(x, a), d(x, b)}. Ocˇito je
λ > 0, pa po propoziciji 3.2.1, postoji kompaktni λ-lanac K0, . . . ,Km u (S , d) koji pokriva
S od a do b. Neka je l ∈ {0, . . . ,m} takav da je x ∈ Kl. Tada l < {0,m}. Ako je l = 0, tada
su a, x ∈ Kl, pa je
d(a, x) ≤ diam(Kl) < λ ≤ d(a, x),
sˇto je nemoguc´e. Analogno se pokazuje da je l , m. Dakle, vrijedi 0 < l < m. Tvrdimo da
je Kl ⊆ Ii. Naime, za y ∈ Kl imamo
d(y, x) ≤ diam(Kl) < λ ≤ r,
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pa je y ∈ K(x, r) ⊆ Ii.
Neka je f : N→ N rekurzivna funkcija iz dokaza propozicije 3.1.17. Imamo Ik = J f (k),
za svaki k ∈ N. Dakle, vrijedi Kl ⊆ J f (i).
Neka su
A = K0 ∪ · · · ∪ Kl−1,
B = Kl+1 ∪ · · · ∪ Km
Ocˇito su A, B kompaktni i disjunktni u (S , d) te je a ∈ A, b ∈ B. A,Kl, B su kompaktni u
(S ,TS ), pa i u (X,T ). Prema propoziciji 3.1.13 i teoremu 3.1.14, postoje u, v,w ∈ N takvi
da je A ⊆ Ju, Kl ⊆ Jv, B ⊆ Jw, Jv ⊆FS J f (i) i Ju FD Jv. Iz ovoga slijedi da je a ∈ Ju, b ∈ Jv i
S ⊆ Ju ∪ Jv ∪ Jw.
Dakle, ako je Ii ∩ S , ∅, tada postoje u, v,w ∈ N takvi da:
(1) a ∈ Ju
(2) b ∈ Jw
(3) S ⊆ Ju ∪ Jv ∪ Jw
(4) Jv ⊆FS J f (i)
(5) Ju FD Jv
Obratno, pretpostavimo da je i ∈ N takav da postoje u, v,w ∈ N za koje vrijedi (1)-(5).
Tvrdimo da je tada Ii ∩ S , ∅. Pretpostavimo suprotno, da je Ii ∩ S = ∅. Kako je Ii = J f (i),
prema (4) je i Jv ∩ S = ∅. Sada je S ⊆ Ju ∪ Jw, pa je (S ∩ Ju, S ∩ Jw) separacija od (S ,TS ),
sˇto je kontradikcija s povezanosˇc´u od (S ,TS ).
Definiramo
Ω =
{
(i, u, v,w) ∈ N4 | vrijedi (1) − (5)
}
i za k ∈ {1, . . . , 5} neka je
Ωk =
{
(i, u, v,w) ∈ N4 | vrijedi (k)
}
Tada je ocˇito
Ω = Ω1 ∩ · · · ∩Ω5
Skupovi Ω1,Ω2 i Ω3 su rekurzivno prebrojivi prema propozicijama 3.2.4 i 1.3.4, a skup Ω4
prema propozicijama 3.1.9 i 1.3.4 te Ω5 prema propozicijama 3.1.6 i 1.3.4. Iz ovoga je,
prema propoziciji 1.3.5, Ω rekurzivno prebrojiv. Neka je
Γ = {i ∈ N | Ii ∩ S , ∅}
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Imamo da je
i ∈ Γ ⇔
(
∃(u, v,w) ∈ N3
)
(i, u, v,w) ∈ Ω
Sada je prema teoremu 1.3.3, Γ rekurzivno prebrojiv, a onda je S izracˇunljivo prebrojiv.

3.3 Cirkularno lancˇasti kontinuumi
Neka je X skup. Za konacˇan niz C0, . . . ,Cm podskupova od X kazˇemo da je cirkularni
lanac ako
Ci ∩C j , ∅ ⇔ |i − j| ≤ 1 ili |i − j| = m
Uocˇimo:
Niz nepraznih skupova C0, . . . ,Cm je cirkularni lanac ako i samo ako
i < j, Ci ∩C j , ∅ ⇔ j = i + 1 ili j = m, i = 0 (3.3.4)
Ako je (X, d) metricˇki prostor i ε > 0 te C0, . . . ,Cm cirkularni lanac u X takav da je
diam(Ci) < ε, za svaki i ∈ {0, . . . ,m}, tada kazˇemo da je C0, . . . ,Cm cirkularni ε-lanac.
Pojmove kompaktnog i otvorenog cirkularnog lanca definiramo na ocˇit nacˇin.
Za kontinuum (X, d) kazˇemo da je cirkularno lancˇasti kontinuum ako za svaki ε > 0
postoji otvoren cirkularni ε-lanac koji pokriva X.
Propozicija 3.3.1. Neka je (X, d) kontinuum. Tada je (X, d) cirkularno lancˇasti kontinuum
ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji kompaktan cirkularni ε-lanac koji pokriva X.
Dokaz. Pretpostavimo prvo da je (X, d) cirkularno lancˇasti kontinuum. Neka je ε > 0
i neka je C0, . . . ,Cm cirkularni ε-lanac koji pokriva X. Neka je λ > 0 Lebesgueov broj
pokrivacˇa {C0, . . . ,Cm}. Kako je {
K(x, λ3 ) | x ∈ X
}
otvoren pokrivacˇ od (X, d), postoji n ∈ N i x0, . . . , xn ∈ X takvi da je
X =
n⋃
i=0
K(xi, λ3 ).
Za i ∈ {0, . . . ,m − 1} neka je yi ∈ Ci ∩Ci+1 i neka je ym ∈ C0 ∩Cm.
Neka je
K′i =
⋃
j∈{0,...,n},
K(x j,
λ
3 ) ⊆ Ci
K(x j, λ3 ),
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za i = 0, . . . ,m.
Sada definiramo
Ki =
K′0 ∪ {y0, ym}, i = 0K′i ∪ {yi−1, yi}, i ∈ {1, . . . ,m}
Ocˇito je Ki kompaktan i neprazan za svaki i ∈ {0, . . . ,m}. Za i ∈ {0, . . . ,m − 1} je yi ∈
Ki ∩ Ki+1 te je ym ∈ Km ∩ K0, pa za i < j i j = i + 1 ili j = m, i = 0 je Ki ∩ K j , ∅.
Obrnuto, ako je i < j i Ki ∩ K j , ∅, tada je i Ci ∩ C j , ∅, pa kako je C0, . . . ,Cm
cirkularni lanac, prema (3.3.4) je j = i + 1 ili j = m, i = 0. Dakle, K0, . . . ,Km je niz
nepraznih skupova koji zadovoljava svojstvo (3.3.4), pa je K0, . . . ,Km cirkularni lanac.
Neka je x ∈ X. Tada je x ∈ K(x j, λ3 ), za neki j ∈ {0, . . . , n}. Kako je
diam
(
K(x j, λ3 )
)
≤ 2
3
λ < λ,
imamo da je K(x j, λ3 ) ⊆ Ci, za neki i ∈ {0, . . . ,m}. Tada je x ∈ Ki. Dakle,
X =
m⋃
i=0
Ki,
odnosno K0, . . . ,Km pokriva X. Naposlijetku, za svaki i ∈ {0, . . . ,m} je Ki ⊆ Ci, pa je
diam(Ki) ≤ diam(Ci) < ε
Obratno, pretpostavimo da za svaki ε > 0 postoji kompaktan cirkularni lanac u (X, d)
koji pokriva X. Neka je ε > 0 i K0, . . . ,Km kompaktan cirkularni ε2 -lanac koji pokriva X.
Neka je
λ =
1
2
min
{
d(Ki,K j) | 1 < |i − j| < m
}
te r = min{λ, ε4 }.
Za i ∈ {0, . . . ,m} definiramo
Ci =
⋃
x∈Ki
K(x, r)
Sada analogno kao u dokazu propozicije 3.2.1 dokazujemo da je C0, . . . ,Cm otvoren cirku-
larni ε-lanac koji pokriva X.

Pojmove cirkularniU-lanac,otvoreni cirkularniU-lanac i cirkularno lancˇasti Ha-
usdorffov kontinuum definiramo na ocˇit nacˇin.
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Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Za l ∈ N definiramo
Hl :=
(
J(l)0 , . . . , J(l)l
)
Za l ∈ N kazˇemo da reprezentira formalni cirkularni lanac, odnosno da je Hl for-
malni cirkularni lanac, ako za sve i, j ∈ {0, . . . , l} takve da je 1 < |i − j| < l vrijedi
J(l)i FD J(l) j .
Propozicija 3.3.2. Skup
Ω = {l ∈ N | Hl je formalni cirkularni lanac}
je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Neka je
S =
{
(a, b) ∈ N2 | Ja FD Jb
}
Po propoziciji 3.1.6, S je rekurzivno prebrojiv.
Imamo
l ∈ Ω ⇔
(
(l)i, (l) j
)
∈ S , za i, j ∈ {0, . . . , l}, 1 < |i − j| < l
⇔ Φ(l) ⊆ S ,
gdje je Φ : N→ P(N2),
Φ(l) =
{(
(l)i, (l) j
)
| i, j ∈ {0, . . . , l}, 1 < |i − j| < l
}
, l ∈ N
Neka je Ψ : N→ P(N3),
Ψ(l) =
{
(l, i, j) | i, j ≤ l, 1 < |i − j| < l
}
, l ∈ N
Lako se vidi da je Ψ r.r.o. funkcija. Dalje, neka je f : N3 → N2,
f (l, i, j) =
(
(l)i, (l) j
)
, l, i, j ∈ N
Ocˇito je f rekurzivna. Sada uocˇimo da je Φ(l) = f (Ψ(l)), za sve l ∈ N, pa je prema teoremu
1.4.6, Φ r.r.o. funkcija.
Imamo
Ω = {l ∈ N | Φ(l) ⊆ S } ,
pa je prema teoremu 1.4.9, Ω rekurzivno prebrojiv skup.

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Lema 3.3.3. Postoji rekurzivna funkcija ξ : N→ N takva da je⋃
Hl = Jξ(l),
za svaki l ∈ N.
Dokaz. Neka je Λ : N→ P(N),
Λ(l) = [(l)0] ∪ · · · ∪ [(l)l], l ∈ N
Tvrdimo da je Λ r.r.o. funkcija.
Neka je Ψ : N2 → P(N),
Ψ(i, l) = [(l)i], i, l ∈ N
Prema napomenama 1.4.8 i 1.4.11, Ψ je r.r.o. funkcija.
Dalje, neka je Φ : N→ P(N2),
Φ(l) = {0, . . . , l} × {l}, l ∈ N
Lako se vidi da je i Φ r.r.o. funkcija.
Sada je
Λ(l) = Ψ(0, l) ∪ · · · ∪ Ψ(l, l)
=
⋃
y∈Φ(l)
Ψ(y)
Prema teoremu 1.4.10, Λ je r.r.o. Definiramo skup
S =
{
(l, k) ∈ N2 | Λ(l) = [k]
}
Prema korolaru 1.4.5, S je rekurzivan skup. Ocˇito je za svaki l ∈ N, Λ(l) konacˇan i
neprazan podskup od N, pa postoji k ∈ N takav da je Λ(l) = [k]. Sada po teoremu 1.3.6,
postoji rekurzivna funkcija ξ : N → N, takva da je (l, ξ(l)) ∈ S , za svaki l ∈ N. Iz ovoga
slijedi
Hl =
⋃
i∈[(l)0]
Ii ∪ · · · ∪
⋃
i∈[(l)l]
Ii =
⋃
i∈Λ(l)
Ii =
⋃
i∈[ξ(l)]
Ii = Jξ(l),
za svaki l ∈ N.

Propozicija 3.3.4. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor i neka je S poluizracˇunljiv
u (X,T , (Ii)). Tada je skup
T =
{
l ∈ N | S ⊆
⋃
Hl
}
rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Neka je ξ funkcija iz prethodne leme. Imamo
T =
{
l ∈ N | S ⊆ Jξ(l)
}
= ξ−1
({
j ∈ N | S ⊆ J j
})
Iz propozicije 1.3.4 slijedi trazˇena tvrdnja.

Teorem 3.3.5. Neka je (X,T , (Ii)) izracˇunljiv topolosˇki prostor. Neka je S neprazan pod-
skup od X takav da je S , kao potprostor od (X,T ), cirkularno lancˇast Hausdorffov konti-
nuum, ali ne i lancˇast. Ako je S poluizracˇunljiv, tada je i izracˇunljiv.
Dokaz. Kao u dokazu teorema 3.2.5 zakljucˇujemo da postoji metrika d na S takva da je
(S ,Td) potprostor od (X,T ). Tada je (S , d) cirkularno lancˇast kontinuum koji nije lancˇast.
Tvrdimo da za svaki y ∈ S i svaki ε > 0 postoji j ∈ N takav da je
y ∈ J j, diam(J j ∩ S ) < ε
Neka je ε > 0. Tada je K(y, ε3 ) = V ∩ S , za neki V ∈ T . Kako je (Ii) baza topologije T ,
postoji i ∈ N takav da je y ∈ Ii ⊆ V te je tada
Ii ∩ S ⊆ V ∩ S = K(y, ε3 )
Kako je Ii = J j za neki j ∈ N i diam
(
K(y, ε3 )
)
< ε, slijedi trazˇena tvrdnja.
Buduc´i da (S , d) nije lancˇast, postoji ε0 > 0 takav da ne postoji otvoreni ε0-lanac u
(S , d) koji pokriva (S , d). Iz kompaktnosti od S i prethodno dokazanog, lako dobivamo da
postoje a0, . . . , an ∈ N takvi da je
S ⊆
n⋃
i=0
Jai , diam(Jai ∩ S ) < ε0, i = 0, . . . , n
Neka je λ > 0 Lebesgueov broj pokrivacˇa
{
Ja0 ∩ S , . . . , Jan ∩ S
}
. Neka je k ∈ N takav
da je Ik ∩ S , ∅ i x ∈ Ik ∩ S . Kako je Ik ∩ S otvoren u (S , d), postoji 0 < r < λ takav da je
K(x, r) ⊆ Ik ∩ S .
Prema propoziciji 3.3.1, postoji kompaktan cirkularni r-lanac K0, . . . ,Km u (S , d) koji
pokriva S . Uocˇimo da bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da je x ∈ K0 jer je
za svaki l ∈ {1, . . . ,m}, Kl, . . . ,Kl+1,K0, . . . ,Kl−1 takoder cirkularni r-lanac koji pokriva S .
Kako je x ∈ K0 i diam(K0) < r, imamo da je K0 ⊆ K(x, r) ⊆ Ik.
Kako je za i ∈ {0, . . . ,m}, diam(Ki) < λ, postoji ji ∈ {0, . . . , n} takav da je Ki ⊆ Ja ji .
Sada je
K0 ⊆ Ja j0 ∩ Ik = Ja j0 ∩ J f (k),
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gdje je f : N→ N funkcija iz dokaza propozicije 3.1.17. Prema propoziciji 3.1.10, postoji
c ∈ N takav da je
K0 ⊆ Jc, Jc ⊆FS Ja j0 , Jc ⊆FS J f (k)
Sada je
K0 ⊆ Jc, K1 ⊆ Ja j1 , . . . ,Km ⊆ Ja jm
Prema teoremu 3.1.14, postoje u0, . . . , um ∈ N takvi da je
Ki ⊆ Jui , Ju0 ⊆FS Jc, Jui ⊆FS Ja ji , i = 1, . . . ,m, Jui FD Ju j , za 1 < |i − j| < m
Iz napomene 3.1.11 dobivamo da je Ju0 ⊆FS Ja j0 i Ju0 ⊆FS J f (k). Neka je l ∈ N takav da je
(u0, . . . , um) =
(
(l)0, . . . , (l)l
)
i uocˇimo da je tada
S ⊆ Ju0 ∪ · · · ∪ Jum =
⋃
Hl
te da jeHl formalni cirkularni lanac.
Dakle, ako je k ∈ N takav da je Ik ∩ S , ∅, tada postoji l ∈ N sa sljedec´im svojstvima:
(1) S ⊆ ⋃Hl
(2) svaki od J(l)0 , . . . , J(l)l je FS-sadrzˇan u nekom od Ja0 , . . . , Jan
(3) J(l)0 ⊆FS J f (k)
(4) Hl je formalni cirkularni lanac
Neka je
Ω =
{
(k, l) ∈ N2 | vrijedi (1) − (4)
}
Dokazali smo da ako je k ∈ N takav da je Ik∩S , ∅, tada postoji l ∈ N takav da je (k, l) ∈ Ω.
Obratno, pretpostavimo da su k, l ∈ N takvi da je (k, l) ∈ Ω. Tvrdimo da je tada
Ik ∩ S , ∅. Pretpostavimo suprotno, da je u Ik ∩ S = ∅. Kako je Ik = J f (k), iz svojstva (3)
slijedi da je i J(l)0 ∩ S = ∅. Neka je
Ci = J(l)i ∩ S ,
za i ∈ {0, . . . , l} i neka su
p = min
{
i ∈ {0, . . . , l} | Ci , ∅
}
,
q = max
{
i ∈ {0, . . . , l} | Ci , ∅
}
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Kako je C0 = ∅ imamo p, q ≥ 1.
Tvrdimo da je Cp, . . . ,Cq otvoreni lanac u (S , d) koji pokriva S . Iz (1) slijedi da
Cp, . . . ,Cq pokriva S . Za i, j ∈ {p, . . . , q} takve da je |i − j| > 1 vrijedi Ci ∩ C j = ∅.
Naime, zbog p, q ≥ 1 je |i − j| < l, pa tvrdnja slijedi iz (4). Takoder, zbog povezanosti od
S je Ci ∩Ci+1 , ∅, za svaki i ∈ {p, . . . , q − 1}. Naime, u suprotnom bi
(Cq ∪ · · · ∪Ci,Ci+1 ∪ · · · ∪Cq)
bila separacija od (S , d).
Neka je i ∈ {p, . . . , q}. Prema (2), postoji v ∈ {0, . . . , n} takav da je J(l)i ⊆ Jav . Tada je
Ci = J(l)i ∩ S ⊆ Jav ∩ S ,
a onda je
diam(Ci) ≤ diam(Jav ∩ S ) < ε0
Iz ovoga slijedi da je Cp, . . . ,Cq otvoreni ε0-lanac u (S , d) koji pokriva S . Ovo je kontra-
dikcija, pa smo dokazali
Ik ∩ S , ∅ ⇔ (∃l ∈ N) (k, l) ∈ Ω (3.3.5)
Preostaje josˇ dokazati da je Ω rekurzivno prebrojiv. Neka je
Ω1 =
{
(k, l) ∈ N2 | S ⊆
⋃
Hl
}
Prema propozicijama 3.3.4 i 1.3.4, Ω1 je rekurzivno prebrojiv. Dalje, neka su
Ω2 =
{
(k, l) ∈ N2 | svaki od J(l)0 , . . . , J(l)l je FS-sadrzˇan u nekom od Ja0 , . . . , Jan
}
,
Ω′2 =
{
l ∈ N2 | svaki od J(l)0 , . . . , J(l)l je FS-sadrzˇan u nekom od Ja0 , . . . , Jan
}
Za a ∈ N neka je
S a =
{
j ∈ N | J j ⊆FS Ja
}
Tada je S a = g−1(A), gdje je
A =
{
( j, j′) ∈ N2 | J j ⊆FS J j′
}
,
i g : N→ N2,
g( j) = ( j, a), j ∈ N
g je ocˇito rekurzivna i A je prema propoziciji 3.1.9 rekurzivno prebrojiv, pa je prema pro-
poziciji 1.3.4 S a rekurzivno prebrojiv. Neka je
B =
{
j ∈ N | J j je FS-sadrzˇan u nekom od Ja0 , . . . , Jan
}
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Ocˇito je
B =
n⋃
i=0
S ai ,
pa je prema propoziciji 1.3.5, B rekurzivno prebrojiv. Sada je
Ω′2 =
{
l ∈ N | (l)0, . . . , (l)l ∈ B
}
= {l ∈ N | [l] ⊆ B}
Funkcija l 7→ [l] je r.r.o. funkcija, pa je Ω′2 rekurzivno prebrojiv prema teoremu 1.4.9. Iz
propozicije 1.3.4 slijedi da je Ω2 rekurzivno prebrojiv.
Neka je
Ω3 =
{
(k, l) ∈ N2 | J(l)0 ⊆FS J f (k)
}
=
{
(k, l) ∈ N2 | ((l)0, f (k)) ∈ A
}
Funkcija h : N2 → N,
h(k, l) = ((l)0, f (k)) , k, l ∈ N
je ocˇito rekurzivna i vrijedi Ω3 = h−1(A). Dakle i Ω3 je rekurzivno prebrojiv prema propo-
ziciji 1.3.4.
Naposlijetku, neka je
Ω4 =
{
(k, l) ∈ N2 | Hl je formalni cirkularni lanac
}
Iz propozicija 3.3.2 i 1.3.4 lako se vidi da je Ω4 rekurzivno prebrojiv. Sada je
Ω = Ω1 ∩Ω2 ∩Ω3 ∩Ω4,
pa je i Ω rekurzivno prebrojiv skup.
Oznacˇimo
Γ = {k ∈ N | Ik ∩ S , ∅}
Prema (3.3.5) imamo
k ∈ Γ ⇔ (∃l ∈ N) (k, l) ∈ Ω
Sada iz teorema 1.3.3 slijedi da je Γ rekurzivno prebrojiv, a onda je S izracˇunljivo prebrojiv,
pa i izracˇunljiv.

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Sazˇetak
Rad je logicˇki podjeljen u tri poglavlja. Prvo poglavlje je opc´enito o izracˇunljivosti i pred-
stavlja temelj za daljnja razmatranja.
U drugom poglavlju bavimo se izracˇunljivim metricˇkim prostorima. Kako bismo uveli
teoriju izracˇunljivosti u metricˇki prostor, govorimo o izracˇunljivim tocˇkama, izracˇunljivim
nizovima, izracˇunljivim skupovima, izracˇunljivo prebrojivim skupovima, poluizracˇunljivim
skupovima. Dokazujemo da ako je potpun skup S izracˇunljiv u tocˇki, tada mozˇemo pronac´i
izracˇunljivu okolinu u S te tocˇke proizvoljno malog dijametra. Posljedica ovoga i rezul-
tata iz [5] je da su izracˇunljive tocˇke guste u poluizracˇunljivim mnogostrukostima i polu-
izracˇunljivim topolosˇkim poliedrima.
Trec´e poglavlje je o izracˇunljivim topolosˇkim prostorima. Slicˇno kao u prethodnom
poglavlju, definiramo osnovne pojmove koji su nam vazˇni za uvodenje izracˇunljivosti u to-
polosˇke prostore i bavimo se uvjetima uz koje su poluizracˇunljivi lancˇasti i poluizracˇunljivi
cirkularno lancˇasti kontinuumi izracˇunljivi. Dokazujemo da ako je Hausdorffov konti-
nuum poluizracˇunljiv i lancˇast od a do b, gdje su a i b izracˇunljive tocˇke, tada je nuzˇno i
izracˇunljiv. Osim toga, pokazujemo da poluizracˇunljivost Hausdorffovog kontinuuma koji
je cirkularno lancˇast, ali ne i lancˇast, povlacˇi njegovu izracˇunljivost.

Summary
This thesis is logically divided into three chapters. First chapter is generally about compu-
tability and it forms a basis for further studies.
In the second chapter we talk about computable metric spaces. In order to introduce
computability into metric spaces, we define computable points, computable sequences,
computable sets, computably enumerable sets, semicomputable sets. We prove that if a
semicomputable set S is computable in a point, then we can find a computable neighbour-
hood of that point in S which has arbitrarily small diameter. As a consequence of that and
results from [5], we get that computable points are dense in semicomputable manifolds and
semicomputable topological polyhedra.
The last chapter is about computable topological spaces. Similarly as in previous chap-
ter, we introduce notions which we use to establish some connections between the com-
putability theory and topology. We investigate sufficient conditions under which semi-
computable chainable and circularly chainable continua are computable. We show that if
a Hausdorff continuum is semicomputable and chainable from a to b, where a and b are
computable points, then it is computable. Moreover, we prove that semicomputability of a
Hausdorff continuum which is circularly chainable, but not chainable, implies its compu-
tability.
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